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1 Curvas parametrizadas diferenciables

1.1 Representacién analitica

Podemos imaginar intuitivamente las curvas en el espacio como trayectorias de un punto
en movimiento; las coordenadas rectangulares (x,y, z) del punto se pueden expresar por
medio de tres funciones de un pardmetro u, tal que u € [u1, ug), es decir

Debido a ese origen cinemético a veces a la variable u se le atribuye el caracter de la variable
tiempo; pero esto no es necesario en absoluto, ya que se puede pasar de un parametro a
otro mediante un cambio de variable u = f(v) (siempre que sea diferenciable), sin que la
curva se vea afectada.

Elegiremos los ejes coordenados de modo que el sentido de rotacién OX — OY — OZ
sea el de un tornillo. Las coordenadas (z,y,z) se denotaran también por [x1,x2,x3] o,
de modo més breve, por z;, 1 = 1,2,3, con lo que la ecuacién de la curva toma la forma
x; = x;(u), u; <u < ug. También emplearemos la notacién vectorial de modo que

T(u) = [w1(u), wa(u), x3(u)].

Se utilizard cualquiera de las notaciones P(x;(tg)) o Z(tg), para representar un punto
de coordenadas (z1(to), z2(t0), z3(tp)). Estamos ya en condiciones de dar una definicién
rigurosa de curva.

Definicion 1.1. Llamaremos curva parametrizada diferenciable a una aplicacion diferen-
ciable 7 : I — R3, donde I = (a,b) C R es un intervalo en sentido amplio, T(u) tiene
por componentes las funciones x; : I — R, de modo que T(u) = [x1(u), x2(u), x3(u)]. Al
valor T(u) se le llama también vector de posicion de la curva. A una curva parametrizada
diferenciable se la denomina también curva alabeada.

Observacion 1.1. Si alguna componente, por ejemplo x3(u) =0, Vu € I, es claro que se
trata de una curva en el plano, y en ese caso se prescinde de dicha componente.

Por otro lado dada la curva T(u) = [x1(u), x2(u), z3(u)] si dos de las componentes
son constantes, es obvio que la ecuacion T(u) = [z1(u), z2(u), x3(u)], representa una recta
paralela a un eje coordenado.

Ejemplo 1.1.

1. Linea recta.- Una recta del espacio puede venir dada por la ecuacion

Z(u) = [a1 + ub1, az + ubs, a3 + ubs], (1)

!Todas sus componentes son funciones derivables en todo punto del dominio. Frecuentemente exigire-
mos, cuando, quedard claro segin el contexto, mucho més, infinita diferenciabilidad, ver [5] pdg. 18; otras
veces, pediremos menos, dejaremos que ciertos “arcos” diferenciables se unan, permitiendo, en los puntos
de unién, que la curva no sea diferenciable, aunque obviamente si continua. La llamaremos diferenciable
“a trozos”.



donde a;, b; son constantes, siendo una al menos de las b; # 0. FEsta ecuacion

representa una recta que pasa por el punto (a;) y cuyos cosenos directores® son

proporcionales a b;. La ecuacion (1) puede, como sabemos, escribirse

T —aq T2 — a2 T3 — a3

b1 ba bs

2. Circunferencia.- La circunferencia es una curva plana, su plano puede ser el z =0,
y la ecuacion adopta entonces la forma

Z(u) = [rcosu,rsenu). (2)
3. La inversa de la pardbola semicubica, es decir y = /3, que puede expresarse como
Z(u) = [ud,u%], ueR.
Nétese que ' (0) =0 y y'(0) = 0.

4. La aplicacion

Z(u) = [u —du,u® —u], ueR.

Obsérvese que x( = x(l_g/ﬁ) =3 y que y(%ﬂ) = y(l_ig/ﬁ) =3 . Luego en

(3,3) hay un punto doble y la curva no tiene tangente inica.

1+\/ﬁ)
2

5. Hélice circular.- La hélice es una curva en el espacio cuyas ecuaciones vienen dadas
por
ZT(u) = [rcosu,rsenu,bul, (3)

con a y b constantes. La curva se encuentra sobre el cilindro x*>+vy? = r? y cuando u
se incrementa en 2w, x e y toman sus valores iniciales, mientras z se incrementa en
27, que es lo que se denomina paso de la hélice. Si b es positivo tenemos una hélice
a derechas; cuando b es negativo se trata de una hélice a izquierdas. El sentido de
la hélice es independiente de la eleccion de los ejes coordenados o de los pardametros,
y constituye una propiedad intrinseca de la curva.

Observacion 1.2. Ndtese también que con las exigencias de la anterior definicion, las
funciones z;(u) son continuas y con derivadas de todos los drdenes continuas en el intervalo
dado I. Supuesto ug € I, podemos entonces expresar x;(u), mediante z;(ug+h), utilizando
un desarrollo de Taylor en la forma:

h h2 n n
ziu) = wi(ug + h) = @i(up) + fyai(uo) + grai(uo)” + ...+ ™ Fo(h").  (4)
en donde x}(up), ! (ug), ... son las derivadas respecto del pardmetro u y o(h™) es tal que
tim 2 _ g
hs0 hno

2Un vector T forma con los ejes OX, OY, OZ, tres angulos: «, 3,v. Llamamos cosenos directores del
vector a los nimeros cosa, cosf, cosy. Obviamente si el vector es v = ae; + bés + ces, resulta que

cosa = a/va? +b% + 2, cos B = b/vVa? + b2+ ¢2, cosy = ¢/v/a? + b2 + ¢2. Una recta paralela a T y que

pasa por el punto (a1, az2,as), tiene de ecuacién como es bien conocido

X — a1 _y—ag _Z—a3

cos o cos 3 cosy



Definicion 1.2. Dada una curva parametrizada diferenciable, se llaman singulares aque-
llos puntos T(ug) para los que T'(ug) =0, o lo que es lo mismo cuando

2 (uo) = w5(uo) = x3(ug) = 0.

En otro caso se dice que los puntos son requlares. Diremos que una curva parametrizada
diferenciable es regular si no tiene puntos singulares.

Definicién 1.3. Dada una curva parametrizada diferenciable y reqular, T : I — R> con
ug,u € I, llamaremos longitud® de arco desde el punto T(ug) al T(u), al valor*

O

0

donde

7' (1)) = \/[x’l (D7 + [z5(0)] + [25(8)) = V(@' (1), 7'(1))

es la longitud del vector T'(t). Podriamos utilizar indistintamente la notacion |7 (t)|]. A
lo largo de estas notas hemos optado, siguiendo a [14], por |T'(t)|, en el bien entendido
de que se trata de la longitud (o norma) de un vector y no del mddulo de un complejo.
Nétese que no hay lugar a confusion pues trabajamos en R-espacios vectoriales, sean R?,
R3, etc.,

Observacién 1.3. Como la funcion | | no es derivable en el origen, exigimos que T'(t) #
0, para que de ese modo s(u) sea derivable al menos dos veces.

Muy frecuentemente utilizaremos la longitud de arco s como pardmetro. En ese caso
casi nunca serd necesario especificar el origen del arco s, ya que la mayor parte de los
conceptos se definen unicamente en términos de las derivadas de T(s). Aunque en general,
es de poca utilidad prdctica, si es de gran utilidad tedrica.

Es interesante introducir otro convenio mds. Dada la curva parametrizada T parametrizada
por la longitud de arco s € (a,b), podriamos considerar la curvay definida en (—b, —a) por
y(s) = T(—s), que tiene la misma traza que aquella pero estd descrita en sentido contrario.
Diremos, entonces, que estas dos curvas se diferencian por un cambio de orientacion.

Proposicién 1.1. Una curva T(u) viene definida® en funcién del pardmetro arco, es decir
u=s, sty solo si, |T'(u)] = 1.

DEMOSTRACION. Hemos visto que s = [ [Z/(t)|dt. Derivando respecto de u, tendremos
que §'(u) = |7’ (u)]. Siu=s, tendremos que s'(u) =1 y reciprocamente. O

3Dada 7 : I — R® una curva diferenciable, sea [a,b] C I un intervalo cerrado. Para cada particién
a=u <ur <...<up,=>o, de [a,b], considérese la suma » :_, |T(u;) — T(ui—1)| = (T, P), donde P
representa la particién dada. Siendo |P|, su norma |P| = max(u; — ui—1),¢ = 1,2,...n. Geométricamente
I(Z, P) es la longitud del poligono inscrito en Z([a, b]), con vértices en T(u;). Es trivial observar, dividiendo
y multiplicando por At el interior del sumatorio anterior, y pasando al limite, que dado € > 0 existe un
d > 0 tal que si |P| < §, entonces | [ff |f’(t)|dt] —(z,P)| <e.

“En el caso Z(u) = (z(u),y(u)), s(u) = f;o VI ()2 + [y (t)]?dt. Andlogamente si p = p(0), resulta

0

s(0) = o, VP(0)? + [0/ (¢)]*dep.

®Cuando esto ocurre en algunos libros de texto se dice que la curva estd unit-speed parametrizada.



1.2 Plano osculador. Triedro de Frenet. Aplicaciones

Observacion 1.4. La cadena de definiciones es la siguiente

vector tangente — plano osculador —> vector normal

— wector binormal — planos del triedro

Definicién 1.4. Dada una curva alabeada, llamaremos tangente en un punto Ty, al vector
unitario que notaremos t(ty) en la direccion de la tangente a la curva.

Proposicién 1.2. El vector unitario tangente a una curva alabeada regular vale t = T'(s),
donde el vector de posicion ZT(s), estd parametrizado por la longitud de arco.

DEM. Que el vector T'(s) tiene el sentido del vector tangente resulta obvio, ya que de
acuerdo con la definicién de derivada de una funcién vectorial

Jim TEEBIZTO) 1y ) ), o)

la diferencia T(s+ As) —Z(s) es el vector secante, y cuando As — 0, tendera a confundirse
con la tangente en el punto. Veamos que es unitario. La regla de la cadena nos dice que

7' (u) =7'(s)s' (u), (5)
partiendo de s(u fuo V@ (t), T (t))dt, resulta que s'(u) = /(T'(u), 7 (u)), es decir

§'(u) = 7' (u)]. Sabemos que T ( )= ( 1(u), 25 (u), z5(u)), despejando @' (s) en (5) resulta

finalmente
T'(u)  T(u)

s'(u) 7 (w)]

Por tanto Z'(s) es un vector unitario en la direccién de la tangente, luego t(s) = 7'(s). O

7'(s) =

Observacién 1.5. Si el pardmetro no es el arco, el vector T'(u) sigue siendo tangente
pero ya no es unitario.

Definicion 1.5. Dada una curva parametrizada, diferenciable y regular, llamamos plano
6

osculador al plano que pasa por tres puntos “consecutivos” situados sobre la curva®.
Proposiciéon 1.3. La ecuacion del plano osculador a una curva alabeada viene dada en
cartestanas por7
x—x1(u) y—xo(u) z—x3(u)
B ahw) @b | =o.
) ahw) 2l

DEM. Resulta de aplicar el teorema de Rolle. Sabemos que una curva en el espacio viene
dada por una ecuacién de la forma

T(u) = z1(u)e; + zo(u)es + zg(u)es = [x1(u), xa(u), 23(u)],

6Se entiende que se toma un punto fijo sobre la curva, se escogen sobre ella otros dos, se traza el plano
que pasa por los tres, y se hacen tender los dos tultimos al primero, el plano resultante es el plano osculador.

"En paramétricas X (o, 8) = [z1(u)+ox) (u)+ Bzt (u), 2 (u)+oah(u)+Bxs (u), 3 (u) +oxh(u)+ By (u)].
El vector normal a este plano, en general no unitario, serd ' (u) x T’ (u).



vamos a obtener la ecuacién del plano osculador (que también se puede definir como aquel
que contiene a dos tangentes “consecutivas”) a la curva en un punto dado.

Supongamos que el plano buscado tiene b como vector normal. Sea P un punto genérico
del plano, O el origen de coordenadas y O’ el pie del segmento trazado desde el origen y
perpendicular a dicho plano. Llamemos X = [z,v, z] al vector de posicién del punto P,

respecto del origen O. Es claro que X = OP = OO’ + O’P. Resulta que el producto

escalar
(X,b) = p = cte.

En efecto, siempre el vector que une el origen con el punto P puede descomponerse en un
vector @ = O'P contenido en el plano (perpendicular a b ), mas el vector OO’ que une
el plano con el origen, y que es proporcional a b y constante, es decir X = pb+ @, y se
cumple que @b, y al hacer el producto escalar el segundo sumando de X se anula.

Sea Z(u) la ecuacion de la curva dada, es claro que si el plano pasa por tres puntos de
la curva con pardmetros i, us, ug, se cumplird

Q
©]
=
w0
[=a
=
=
<
&
=
o
n
&
=¥
=
2.
o
=
~~
BN
A
BN
N
Py,
-+
o
=
e
=
@

fu) = (@(u),b) — p.

las tres relaciones anteriores se traducen en f(u;) = f(u2) = f(uz) = 0. Aplicando Rolle
a f(u) en [u1,us] y luego en [ug,us], tenemos que Jv; € (ug,uz)tal que f'(vy) = 0, y
ademds Juy € (ug2,us) tal que f'(v2) = 0. Pero, a su vez, aplicando de nuevo Rolle a f’(x)
en [v1,v], tendremos que Jwy € (v1,v2) tal que f”(wy1) = 0. Para que los puntos sean
“consecutivos” hacemos que uz — u; = u, ug — w1 = u, y por tanto también v; — u,
v9g — u 'y w; — u. Hemos obtenido tres relaciones

f'u) = @"(u),b) =0,

junto con (X,b) = p. Restando de esta la primera queda ((X —7Z),b) = 0, y unida a las
otras dos ecuaciones resulta

(X -2),b) =
(@', b)
<f//, E> —
El vector X — T est4 en el mismo plano que el determinado por ' y por Z”, por tanto uno
es combinacién lineal de los otros dos y se cumple

x—x1(u) y—x2(u) z—x3(u)
4 (u) 5(u) z5(u) | =0. (6)

(u) a3 (u) w3 (u)



Observacién 1.6. Ndétese que la anterior ecuacion puede escribirse como

(X —7(u),7'(u) x 7"(u)) =0,

es decir el vector O'P = OP—0OQ' situado en el plano osculador es perpendicular al T'(u) x
Z"(u). En otras palabras, el vector T (u) x T"(u), aunque no es unitario es perpendicular

al plano osculador, es decir tiene la misma direccion de b.

Definicién 1.6. Llamaremos direccion® normal a la curva en un punto dado, a la de una

recta contenida en el plano osculador en ese punto que es perpendicular a la tangente.
Se define el vector normal unitario m como un vector unitario en esa direccidn con un
sentido, que en el plano serd hacia la region de concavidad (es decir en el sentido en que
luego habrd que tomar el radio de curvatura) , y en el espacio vendrd senalado por la
orientacion del vector curvatura.

Proposicién 1.4. El vector normal . es un vector unitario en la direccion de T"(s). Es
decirm =T"(s)/|7"(s)].

DEM. Derivemos respecto a s la igualdad #(s) = Z'(s). Aplicando la definicién de derivada

tenemos que

(s) = lim =7"(s) = [27(s), 25(s), 25 (s)]-

Veamos en primer lugar que el vector Z”(s) es perpendicular a la tangente En efecto,
derivando respecto de s la identidad (£(s), #(s)) = 1, queda: (¢ (s),#(s)) =0 = ¥ (s)LE(s).
Para ver que estd en el plano osculador, derivemos ¢ = Z'(s) = Z'(u)u/(s) respecto de s y
obtenemos

(s) =7"(s) = 7" (W' (s)]* + 7' (wu"(s) 7" (w). (7)

basta poner el valor de Z”(s) obtenido en (7) substituyendo a X — , dentro de (6) y
comprobar que el determinante que resulta puede descomponerse en suma de dos de-
terminantes nulos. Por tanto el vector Z”(s) es combinacién lineal de los vectores que
determinan el plano osculador y por tanto estd en dicho plano. O

Observacion 1.7. Mds adelante justificaremos la eleccion de la orientacion del vector

III(S)

" e

entre las dos posibles. En cualquier caso no debemos cometer el error de suponer que
z"(u) y T"'(s), como ocurria con T'(s) y T'(u), difieren en una constante. La ecuacidén (7)
lo pone de manifiesto.

Definicién 1.7. El vector binormal se define como b=t x 7.

Definicién 1.8. Al triedro ortonormal definido mediante {t,7,b} se le denomina triedro
de Frenet. Al plano determinado por t y m se le denomina plano osculador, al formado
por m y b se le llama plano normal, y al que contiene t y b plano rectificante.

8Distinguimos entre direccién y sentido en forma anéloga a como se hace en fisica elemental.



Observacion 1.8. Obtener los planos rectificante y normal es trivial. En efecto, conoce-
mos que el plano rectificante contiene los vectores t y b =t x m. Sabemos que t = 7'(s)
es proporcional a T'(u) = [z} (u), xh(u), x5(u)]. Ademds si Ax + By+ Cz+ D =0 es la
ecuacion del plano osculador obtenida mediante (6), un vector perpendicular a dicho plano
es [A, B, C] que aunque no sea unitario tiene la misma direccién que b. Por tanto el plano
rectificante en el punto (x1(u), z2(u), v3(u)) serd
x —x1(u) y — x2(u) z — x3(u)

' (u) y(u) s (w) =0.

[ (u) x ") [Z'(w) x Z"(u)]2  [F(u) X T"(u)]s

Por otro lado sabemos que el plano normal viene definido por bym=>bxt Como
[A, B, C] es proporcional a b, tendremos que [A, B, C] x T (u) tiene la misma direccion que
n. En consecuencia el plano normal que contiene a los vectores b yn serd

x — x1(u) y — x2(u) z — x3(u)
[@'(u) x 7" (u)]i [@'(u) x T (u)]2 [@'(u) x 7" (u)]3 =0.
[Z'(w) x 2"(w)] xZ' (W] [[Z'(w) x 2" ()] xZ' (W] [[2'(v) x 2" (w)] x 2 (u)]3

Nétese que no se utiliza el vector T"(s) en la ultima fila del determinante, y que daria una
expresion mds sencilla porque precisariamos conocer u(s), lo que no siempre es demasiado
inmediato.

Ejemplo 1.2. Veamos una aplicacion del triedro de Frenet. Dada T(u), podemos obtener
{t(u),n(u),b(u)}, mediante las formulas anteriores. Estos vectores son fundamentales si
tratamos de “montar” curvas planas sobre curvas alabeadas. Por ejemplo si queremos
situar una espiral, de ecuacion y(t) = [0,tsent,tcost], sobre la curva T(u) y en su plano
normal, resulta inmediato que la ecuacion serd

zZ(t) = T(u) + [0, t sen(t), t cos(t)]

con t € [0,47], y variando el valor de u € I, la colocariamos en distintos puntos de ella.

FE'sta técnica nos permitird mds adelante construir “tubos” en torno a curvas alabeadas,
sin mds que situar la circunferencia §(t) = [rsent,r cost,0] con r fijo en el plano normal,
y variar simultdneamente t € [0,27] y uw € I. En ese caso la ecuacion del “tubo”(que
obviamente es una superficie) seria Z(t,u) = T(u) + r (sen(t) n(u) + cos(t) b(u)). Notese
que no funcionaria si la curva fuera una recta ;Porqué?

1.3 Curvatura de flexién o primera curvatura

Definicion 1.9. FEl vector curvatura % se define como la variacion del vector tangente
respecto a la longitud del arco recorrido, es decir

R(s) = (CZ =7"(s).

“Hemos visto que T’ (u) estaba en el plano osculador, por lo que T'(u) x Z”(u) tiene la direccién de la
binormal. Operativamente es mds cémodo calcular b = k[T’ (u) x T'(u)], obtener m = b x ¢ = k'{[Z'(u) x
7" (u)] xT'(u)}, y luego ajustar k' para que 7 sea unitario, que determinar la ecuacién Az+By+Cz+D =0

y despejar A,By C.




Al médulo de dicho vector dotado de signo'® se le denomina curvatura y se representa por
K, por lo que k = [T (s)| = \/(T"(s),T"(s)).

Corolario 1.1. Sea %(s) la ecuacion paramétrica de una curva reqular, parametrizada
respecto al arco, entonces se cumple que

T'(s) = r(s)n(s), (8)
donde, como hemos senalado, k = [T"(s)].

DEM. Por definicién el vector curvatura es %(s) = £ (s). Utilizando una variable interme-
dia u en T(s) = Z(u(s)) tenemos derivando que t(s) = T'(s) = T’ (u)u/(s). Derivando esta
expresion respecto a s resulta

7'(s) = t/(s) = T”(u)u'(s)2 + 7' (u)u” (s). (9)

Vemos que Z'(s) = ¥ (s) es combinacién del vector proporcional al tangente Z'(u) y del
vector T(u). En otras palabras T”(s) estéd en el plano osculador. Por otro lado derivando
(t(s),1(s)) = 1, respecto de s, resulta que (' (s),#(s)) = 0, es decir Z'(s) = (s) es
perpendicular a #(s). Luego si T”(s) estd en el plano osculador y es perpendicular a #(s),
esa es la propiedad que define al vector normal, es decir podemos escribir T’(s) = a(s)n(s),
con «f(s) escalar. Utilizando ahora la definicién de k(s), i.e. k(s) = |Z"(s)|, tendremos que
a(s) = k(s) y finalmente resulta que T’(s) = K(s) = x(s)n(s), como querfamos probar. [

Ejercicio 1.1. Sean a,b > 0. Dada la curva alabeada 7 : (—1,1) — R3, tal que
1
Z(t) = [a(1 + )32, 51— £)3/2 bt].

Se pide: 1) Obtener el plano osculador en ¢ = 0, en funcién de a y b. 2) Determinar a y
b de modo que t = s, donde con s —como es habitual- indicamos el pardametro arco. 3)
Calcular la curvatura en un punto genérico con los valores de a y b obtenidos en el segundo
apartado.

Proposicién 1.5. Sea T(s) una curva regular, entonces se verifica

k= VI TE) = )
() x 7))
B 1o

1/2 ==

DEM. Hemos visto ya que k = |[T7(s)| = (Z"(s),T"(s))"/*. Vamos a calcular (Z"(s),z"(s))
en funcién del pardmetro u. Comencemos por escribir Z(s) = Z(u(s)), y apliquémosle a
esta expresion la regla de la cadena, tendremos derivando dos veces respecto de s

7(s) = @(u)d(s)
7'(s) = T'(u)u'(s)? + T (u)u(s).

Vamos a calcular ahora u/(s) y u”(s). Veamos en primer lugar u'(s). Sabemos que
s(u) = f;o VAT (t), 7' (t)) dt, luego derivando respecto a u y aplicando el TFC tenemos que

1030lo se dota de signo a la curvatura cuando la curva es plana, en otro caso siempre es positiva. Se
trata de distinguir los lados céncavo o convexo de una curva plana; el vector normal 7 unitario se considera
entonces continuo a lo largo de la curva.



s'(u) = \/ f . Por otro lado como s(u(s)) = s, derivando respecto de s resulta
u'(s)s'( nalmente despejando u/(s) tenemos que

u'(s) = —— = : (11)

T(s) = T(u) (@ ()7 ()"
7'(s) = T'(u) (@ (), 7 ()" + T(u) W (s). (12)

Obtengamos ahora u”(s). Derivando u'(s) respecto de s en (11), tendremos que

= ST 0
=G )= ). #w)?

Luego substituyendo en la expresién de Z”(s) en (12), queda

'(u) (" (), 7 (1))
Fw.7w) " @), 7 w)?
() (), 7)) — F ()7 (), 7 (1))

- & (). 7 (w))? ' (13)

Ahora calculamos (Z”(s),Z”(s)), utilizando (13). Veamos en primer lugar el numerador

7'(s) =

' (u)

#($)P = (@"(s),7"(s)) =

= - . (15)

A partir de la identidad trivial sen? 6 + cos?# = 1, expresada mediante el médulo al
cuadrado de los productos vectorial y escalar resulta un caso particular de la identidad!!

de Lagrange
X2 (@)

aP P TR T
De donde
‘ﬂ X @‘2 - <[ﬂ X ﬁ] ) [ﬂ X ﬁ]> = <ﬂvﬂ> <575> - <ﬂ75>2'
11 _ o o=_-n | @2 (ad)
Se cumple que ([a x b] , [c x d]) = Bo  (b.d) ’ .




Substituyendo esta dltima férmula en (15) resulta

2 _ [7'(w) x 7" (w)]?

2 f// s _
K2 = [7"(s) S

Extrayendo la raiz cuadrada en ambos miembros resulta la férmula del enunciado. O

Corolario 1.2. La férmula para la curvatura'® cuando la funcion viene dada en el plano
mediante y = f(x), es
[ (@)
(1 +[f/(@)]2)32

DEeM. Para probarlo basta con que consideremos

z(t) = (, f(),0).

Es inmediato que

De donde
el €y €3
() xT'(x)=| 1 fl(x) 0 |=f"()e;s,
f'(@) 0
luego

7' () x " (2)? = ([#'(x) x Z"(2)], [F(2) x T"(2)]) = ["()].
Por otro lado
7' (2)] = (@' (2),7(x)) = 1 + f'(2)*.

Finalmente

KQZM — |k =

(14 [f'(2)]?)?

" ()|
L+ [f/(@)]?)3

O

Observaciéon 1.9. La formula del corolario anterior puede deducirse directamente. Sea
una curva dada pory = f(x), supondremos que f € C*(A). Llamemos a(z) a la funcién
que para cada valor de x nos da el dngulo que forma la tangente a la funcion con el eje
OX. Consideremos los puntos (z, f(x)) y (x + h, f(x + h)). Tendremos

Aa = of(z+h)—a(z)
As ~ B2+ [f(z+h)— f(z)]?
12Es facil probar que una curva que viene dada por Z(t) = (z(t),y(t)), la curvatura vale x(t) =

[ (t)y" (t) — xu(t)y’(t)}/([x’(t)]? + [y’(t)]2)- Tampoco es dificil demostrar que si tenemos p = p(6), re-
sulta k(6) = [2(0")* — pp” + p°]/{(0)* + p*}/2.
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a
Llamaremos curvatura de f en el punto (x, f(x)), al cociente — cuando h — 0, es decir

As
L alz+h) — a(zx)
R N T R (00
_ }Lhnoa(x—i—h})L—a(x) ' 1 ,
\/1 + [Letsa]
Pero tana(z) = f'(x), de donde a(x) = arctan(f'(z)), derivando tendremos
ol +h)—alz) 1 "y
) h =@ = e @
Substituyendo quedard
f"(=)

k() = .

= L (Pappn
Nétese que si un punto es de inflexion f"(x) = 0, y evidentemente la curvatura es nula.
Sin embargo puede ocurrir que la curvatura sea nula sin que haya inflexion como ocurre

con f(x) = %IL‘E) — %xﬂ‘ en x = 0, en donde hay un mdximo relativo y la curvatura es
obviamente nula.

Definiciéon 1.10. La curvatura se utiliza para definir lo que se denomina “vértice” +6.
de una curva plana y regular, es aquel punto'® donde k'(t) = 0.

Observacién 1.10. La curvatura de una curva también se denomina curvatura de flexion'.

Proposicion 1.6. La condicion necesaria y suficiente para que una curva alabeada sea
recta es que k(u) =0, Yu.

DEM. Si la curva es una linea recta, se trata de una curva plana y por comodidad la
podemos suponer en el plano OXY. El vector tangente ¢ es constante, y por lo tanto el
angulo ar que forma con el origen de angulos permanece invariable, en consecuencia

Reciprocamente si la curvatura es cero, tendremos que T’ (s) = 0, de donde 7'(s) = #(s) =
cte., de donde Z(s) = Ty + s - cte. Como Ty es también una constante de integracion.
Tendremos que Z(s) es una recta de vector direccién cte. O

Observacion 1.11. En los puntos donde k(s) = 0, el vector normal (y por tanto el plano
osculador) no esta definido, por ejemplo en los puntos de una recta. Para profundizar en
el andlisis local de curvas, necesitamos, de manera esencial, el plano osculador. Es por
eso conveniente decir que s € I es un punto singular de orden 1 si ®(s) =Z"(s) =0 (en
este contexto los puntos donde T'(s) = 0 se denominan puntos singulares de orden 0). En
todo los visto nos ocupamos de curvas parametrizadas por la longitud de arco sin puntos
stngulares de orden 1.

13Un teorema notable conocido como teorema de los cuatro vértices afirma: “Una curva simple, cerrada
y convexa tiene al menos cuatro vértices”, ver pig. 51 de [5]. No confundir “vértice” con punto anguloso,
ya que la condicién de regularidad exigida obliga a que sea diferenciable en esos puntos.

14Esta denominacién puede encontrarse por ejemplo en la pag. 268 del tomo II del libro Anélisis
Matemadtico de J. Rey Pastor, P. Pi Calleja y C. A. Trejo.
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Definicion 1.11. En el andlisis de curvas se introduce una cierta terminologia para cali-
ficar a los puntos singulares de una curva.

e Se dice que una curva presenta un punto multiple® de orden m cuando la curva
“pasa m veces” por dicho punto. Por ejemplo p = sen(30) tiene un punto triple en
(0,0).

o Se dice que un punto es un punto cuna o anguloso cuando las semitangentes por
la derecha y por la izquierda existen y forman un dngulo en dicho punto distinto'
de m (existe tangente) y O (es un punto cuspide). Por ejemplo la funcion f(x) =
x/(1+ ') en el punto x = 0.

e Se dice que un punto es un punto cuspide o de retroceso si se trata de un punto donde
no hay tangente y las semitangentes existen y forman un dngulo nulo. Se llama de
primera especie, como el x = 0 en f(z) = 223, o de sequnda especie, dependiendo
de si la curva esta a ambos lados de las semitangentes o si estd en un solo” lado.

e Se dice que un punto es aislado si lo es en sentido topoldgico. Por ejemplo el x =0
en f(z) = /x?(2?2 —1) .

e A los puntos donde la curva termina abruptamente se les llama puntos de detencion.
Por ejemplo el x = 0 por la izquierda en f(x) = e/t oelx =1 yelx=—1en

f(z) = /x?(x?2 - 1).

1.4 Centro y radio de curvatura. Circunferencia osculatriz. Evoluta y
evolvente

Definicién 1.12. Sea una curva T(u), parametrizada reqular. Dado el punto P = T(ug)
sobre dicha curva. Se denomina centro de curvatura de la curva respecto del punto P al
punto

C = T(uo) + R(uo) nuo), R(uo) =1/k(uo).
El valor R =1/k(ug) recibe el nombre de radio de curvatura en dicho punto.

Definicién 1.13. Se denomina'® circunferencia osculatriz de una curva dada Z(s), en

un punto P de ella, a la circunferencia contenida en el plano osculador con centro en el
centro de curvatura y cuyo radio es el valor absoluto del radio de curvatura.

Observacion 1.12. Es facil probar que la circunferencia osculatriz a una curva tiene un
contacto de orden dos o superior a dos con la curva.

Ejercicio 1.2. Se considera una elipse centrada en el origen de semiejes a = 3y b = 1,
y se pide construir una circunferencia interior y tangente a la elipse que pueda rodar
apoyandose en ella a lo largo de todos sus puntos (por lo que no debe tener contacto con

15Estos puntos no pueden darse por definicién en una funcién.

18En un punto con tangente las semitangentes forman un dngulo de valor 7.

17Solo pueden presentarse en curvas pero no en funciones, por ejemplo (z — y?)? = y° en el origen.

187 a circunferencia osculatriz se puede también definir como aquella circunferencia que pasa por tres
puntos “consecutivos” de la curva (tres puntos determinan un plano, y en un plano tres puntos determinan
una circunferencia).
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la elipse mas que un solo punto). Determinar el radio méximo!? que puede tener dicha
circunferencia.

Definicion 1.14. La evoluta de una curva dada es el lugar geométrico de sus centros de
curvatura en sus distintos puntos. A la curva primitiva se la denomina evolvente de la

1
evoluta. Obviamente si T(u) es una curva, su evoluta serd y(u) = T(u) + — n(u).

K(u)

1.5 Torsion o segunda curvatura

Observacion 1.13. Es claro que si una curva es plana la tangente y la normal varian
conforme recorremos la curva pero su producto vectorial: la binormal, no. La torsion mide
la variacion de la binormal respecto de la variacion del arco.

Definicion 1.15. Llamaremos vector torsion a la variacion de la binormal respecto de la
longitud de arco, es decir
db -
= =1(s).
ds

Proposicion 1.7. Se cumple que

b(s)=—7(s)m.
DeEM. Tratemos de averiguar como varia el vector binormal con s, es decir calculemos

- db
(s) = ds’

Si partimos de (b,f) = 0, y derivamos tenemos que (5/(3),f(s)> +(b(s),%(s)) = 0, de donde

’ —

(B(5): 1)) = = (B(s), 7 (5)) = —(B(s), (k7)) =0 = F'(5)L L.

Por otro lado

(b(s),b(s)) =1 = (b(s),b(s)) =0 = b'(s)LD,

luego B’(s) tiene la direccién de la normal, en consecuencia podemos?® escribir
db
— = —7(s) M. 16
= —r(s) (16)

O]

Definicién 1.16. A la funcion 7(s) que aparece en (16) se la denomina torsion o sequnda
curvatura. La torsion cuantifica lo plana que deja de ser una curva en un punto.

19Este ejercicio volverd a plantearse de un modo més general cuando hablemos de las trayectorias de bolas
sobre superficies, veremos entonces el importante papel que juega la curvatura maxima de las secciones
normales a lo largo de la trayectoria.

20N6tese que también hubiera sido valida 5/(5) = 7 7. De hecho hay libros ([5] por ejemplo) que adoptan
este tltimo criterio. La razén de que elijamos en (16) el signo menos, como en [14] o [1], se debe al
significado que esa eleccién tiene en las curvas orientadas.
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Proposicién 1.8. Se verifica que*!

(7'(s), 7" (s ) z"(s)) _ (@(s),7"(s), 7"(s))
{@(s),7"(s))
(7' (u ) (), T"(u)) _ (@ (w), 7" (), 7"(w))

([ (w) x 7"(w)], [7'(uw) x 7"(w)]) 7' (u) x 7" (u)[?

donde por (a,b,¢) entendemos el producto mixto de tres vectores, es decir {[a x b],¢) =

(a,[bx¢|).

DEM. Como b =1 xn, y (m,n) = 1, resulta que

. db d[f x 7
T = (—n,—Tn):—(n,%> _<7 ds >
_ o dt _ dn _ dn
= [+ o )y = g O, (17)

= L), 7)< T
_ %(f’(s), z(s) x T"(s)])

_ ; v 15) (18)

En la anterior cadena de igualdades nétese que en el paso de la primera a la segunda
hemos utilizado el siguiente y obvio resultado

d (m”(s)) RS T () 1, K

ds \ k(s) K2 = T g T )

K K
y en consecuencia, como para cualquier %, ¥ se cumple?? (7, [t x @) = 0, tendremos que

(T(5), [ () x [az"(s) + 02" (s)])) = (@"(s),[Z'(5) x az”(s)]) + (T"(s), [Z'(s) x bT"(s)])
a(@"(s), [T'(s) x T"(s)]) = —a(T'(5), 7" (s), T"(s)).

Para pasar a un parametro ordinario necesitamos

T(s) = T'(u)'(s) =7 (u)/|T (u)]
T'(s) = T'(W/(s)]? + 7 (u)u(s)
T"(s) = T"(u) [u(s)]° + 7" (w)2u (s)u" (s) + T/ (s)u" (s) + T (w)u" (s).

,w) sirve para representar lo que se denomina producto mixto de tres vectores, es
X

2'La notacién (@, o, W)
- [U X W] o si se prefiere (u, [v X w]).

decir (u,v,w) =
Ul u2 us
U1 V2 U3
w1 w2 w3

?2Las propiedades de (@, [T x W]) son triviales si recordamos que (@, [T x @]) =
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Que podemos resumir escribiendo

7'(s) = a7 (u)
T'(s) = BT (u)+ P27 (u)
T(s) = T (u)+rT (w)+y37"(u).

Al descomponer el producto mixto como suma de 1 x 2 x 3 determinantes resulta que
todos tienen alguna fila repetida salvo el que tiene la primera fila multiplicada por «, la
segunda por (2 y la tercera por ~y3, de donde

(@' (), 7"(5),7"(s)) = a By v3 (T (u), T"(u), " (u)). (19)

Volviendo a las expresiones para @' (s),7”(s) y Z"(s) se obtienen los coeficientes:

1 1

1 1
@y P

e = [u/(s)]® = = .
Fwp TN G T Fup

Luego aflays = 1/|7'(u)|®, y utilizando la expresién para x? = [27(s)| = (" (s),7"(s)) en

funcién de un pardmetro arbitrario probada en la proposicién 1.5

_ 7 (w) x 7w

<f”(8)7f”(8)> - |E’(u)\6 ’

(
(@' (w), 7" (u), 7" (w) /|7 (W)|® _ (@ (), 7" (u), 7" (u))

T =

Observaciéon 1.14. Resumiendo, para el parametro arco tenemos

ko= [7(s)]

T'(s),

—

(s),7"(s))

f/ !
FEE

T =

y para un pardmetro arbitrario
@' (u) x " (u)|
7' (u)|?
(@' (u), 7" (u), 7" (u))
@' (u) x & (u)[?

Proposicién 1.9. La condicidn necesaria y suficiente para que una curva (que no sea una
recta) sea plana es que T(u) =0, Yu.

DEM. Si una curva es plana su plano osculador se mantiene invariante y en consecuencia
- - . , . -

b es constante, luego b (s) = 0 = —7n. Es decir 7 = 0. Reciprocamente si 7 =0, b (s) =0,
de donde b(s) = by constante. Consideremos la derivada

L {a(5),Bo) = (E(5).Bo) =,



En consecuencia integrando, tenemos que para cualquier s, se cumple (Z(s), by) = cte., en
particular para s = sg. Luego

(T(s), bo) = cte. = (T(s0),b0) = ([F(s) —T(s0)], b0) = O.

La curva se encuentra en el plano ([T —Z(so)], bo) = 0, que pasa por el punto Z(sp) y tiene
como vector normal bg. ]
1.6 Esfera osculatriz

Definicion 1.17. Llamaremos esfera osculatriz a una curva en un punto dado a la esfera
limite que pasa por cuatro puntos de la curva que tienden a dicho punto.

Proposicién 1.10. Si R = 1/|k(t)] y T = 1/|7(t)], son los radios respectivamente de
curvatura y torsion, entonces el centro y el radio de la esfera osculatriz vienen dados por

C = T(uo) + R(uo) R(uo) + [T(uo) R (uo)] b(uo), 7= /R(uo)? + [T (uo)R(uo)']2.

Observacion 1.15. Es trivial probar que la esfera osculatriz tiene un contacto de orden
tres o superior con la curva. También es inmediato que el corte de la esfera con el plano
osculador es justamente la circunferencia osculatriz. Su centro se halla en el plano normal
sobre una recta paralela a la binormal.

Si la curva no siendo una circunferencia (T # 0), es de curvatura constante (k = cte.)
entonces, resulta obvio a partir de las anteriores ecuaciones, que el centro de la esfera
osculatriz coincide con el centro de la circunferencia osculatriz.

1.7 Movimientos rigidos y giros

FEnunciemos un par de proposiciones triviales pero necesarias.

Proposicion 1.11. La expresion para un movimiento rigido o traslacion de vector v =
(a,b,c), viene dada por

(xlaylazl) = (x[)vyO;ZO) + (a7 b7 C).

Proposicion 1.12. Las expresiones para los giros en torno a los ejes OZ, OY, OX, de
dangulos 0, v y § vienen dadas respectivamente por:

cosf —senf O
(xlvbel) = ($0ay0720) sen ¢ cos 6 0 5
0 0 1

cosy 0 senvy
(w1,y1,21) = (T0, Y0, 20) 0 I 0 )
—seny 0 cosvy

1 0 0
(z1,y1,21) = (x0,Y0,20) | O cosd —send
0 send cosd
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DeM. El resultado es elemental, a titulo de ejemplo probaremos la expresién para el giro
en torno al eje OZ.

Sumar un complejo z = a + bi a los elementos de un conjunto de puntos del plano
(puntos de una grafica, vértices de un poligono, etc,. expresados en forma compleja)
equivale a una traslacién de vector (a,b).

Multiplicar por un complejo z = €, con |z| = 1, representa una rotacién de valor
6 en torno al origen (y en sentido positivo). Si |z| # 1, aparece también una ho-
motecia con centro el origen y de razén |z|, anadida al giro de valor . Tenemos que
T(z) = az+  con a, 8 € C, es una transformacién de semejanza giro+homotecia centro
origen—+traslaciéon. Podemos obtener con facilidad las ecuaciones del giro de centro el ori-
gen mds una traslacién, sin mas que suponer |a| = 1. Si llamamos 2’ = T'(z) = 2’ + i/,

resultara
o +y'i = [(z+yi)(cosf+isend)] + (a+ bi)
= [(xcosh —ysenh) + a] + [(zsend + ycosb) + bli,
es decir:
¥ = (zcosf —ysenh)+ a,
y = (zsenf+ycosh)+b.

Matricialmente y prescindiendo de la traslacién quedara girando en sentido positivo

o) = () (20, %0,

—senf cos6

Si efectuamos el giro en sentido de las agujas del reloj (y no en sentido positivo), y nos
percatamos que la componente z no varia tendremos la primera expresién del enunciado.
Dejando invariante la y, x respectivamente obtenemos las otras dos expresiones. ]

Observacién 1.16. Es bien conocido el resultado de Euler®® que nos dice que cualquier
transformacion ortogonal de los ejes (composicion de giros) puede descomponerse en tres

giros (dngulos de Euler) respecto de tres rectas que pasan por el origen. Las ecuaciones**
son:

x costyp —sentyp 0 1 0 0 cos¢p —sengp 0 x’

y | = senyp cosvy 0 0 cosf —senf sen¢g cos¢ 0 Y

z 0 0 1 0 senf cosé 0 0 1 2!

que podemos esquematizar como: T = (M, My oM, )T ; y que quedard utilizando vectores-
fila: (T')' = (T)"(M,,p My oM. ), debido a la ortogonalidad serialada.

Ejemplo 1.3. Las ecuaciones para los giros pueden combinarse con las de la construccion
de curvas sobre curvas. Por ejemplo si queremos construir sobre una curva alabeada T(t)

23Ver cualquier libro de 4lgebra lineal en el que se estudie la reduccién de una cuddrica a sus ejes. Se
llama cuddrica a una ecuacién del tipo F(z,y, z) = annz? + a22y2 + ass3z? + 2a12xy + 2a13T2 + 2a23Yyz +
2a10 + 2a20y + 2a30z + ago. Sabemos que tras los oportunos giros y traslaciones se reduce a una de las 17
formas candnicas.

241 ,as matrices M0, My s 0 My ~, que ha aparecido en esta seccién son ortogonales, es decir sus inversas
coinciden con sus traspuestas.
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una espiral, situada en el plano normal (de 8 vueltas y situada dentro del disco unidad),
pero girando en torno a la tangente, tendriamos

1 1 0 0 t(t)
Z(t,0) =T(t) + —[0,usenu,ucosu) | 0 cosd —send
8T
0 send cosd

obviamente u € [0,87]. El valor t € [0,2n] regula la posicion sobre la curva alabeada y
d € [0,27], el giro que deseamos proporcionar a la espiral.

1.8 Curvas de enlace mediante polinomios

Los resultados de esta secciéon son en realidad ejercicios triviales y puede saltarse entera
sin menoscabo alguno.

Observacion 1.17. Un problema que surge con cierta frecuencia es el de “enlazar” dos
puntos del espacio (sean o no extremos de sendas curvas alabeadas) mediante una curva
alabeada. Obviamente si se trata de conectar sin mas los puntos P = [p1,p2,ps] y Q =
[q1, g2, 3], la solucién es trivialmente la recta®

Z(t) = [qt + (L = t)p1, qat + (1L = t)p2, ut + (1 —t)p1], t € [0,1].

Puede ocurrir sin embargo que necesitemos que en ambos puntos la tangente a T(t) tenga
unos ciertos valores, por ejemplo que T (0) =7 y T’ (1) = 5. En ese caso tendremos que
partir de una curva alabeada con 12 coeficientes indeterminados, 3 por componente, es
decir

f(t) = [a1 + ast + a3t2 + a4t3, b1 + bot + b3t2 + b4t3, c1 + cot + 63t2 + C4t3],
y plantear el sistema de 12 ecuaciones con 12 incognitas
z(0)=p, 7(0)=7, z(1)=¢q, 7(1)=5.

Este sistema es mds sencillo de resolver de lo que parece inicialmente si aprovechamos
desde el principio las condiciones en t = 0. Veamos:

Proposicion 1.13. Dada la ecuacion
f(t) = [a1 + ast + a3t2 + a4t3, b1 + bot + b3t2 + b4t37 c1 + cot + 63t2 + C4t3],

y las condiciones T(0) = p, T(0) =7, Z(l) =¢q, T'(1) = 3. Entonces el sistema
planteado siempre es determinado y ademds su solucion viene dada por

la1,b1,c1] = [p1,p2,p3], [az,b2,ca] = [r1, 72, 73],

Yy por

az = 3q1 — 3p1 — 211 — 51, ag = 2p1 —2q1 + 11 + 81
b3 = 3q2 — 3p2 — 212 — s9, by = 2py — 2g2 + 12 + 52
c3 = 3q3 — 3p3 — 2r3 — s3, ¢4 = 2p3 — 2q3 + r3 + S3.

2>Combinando esta funcién con la funcién de Heaviside((t — a)(b — t)) que vale 1 en (a,b) y 0 en
R\ [a,b], se puede dar una expresién cémoda para las ecuaciones paramétricas de cualquier poligono de
vértices {@i, @z, ..., }, como Z(t) = Y1_ Heaviside((k + 1 — t)(t — k))((t — k)ar1 + (k + 1 — t)ax),
con t € [0, n]
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DeM. Partiendo de
Z(t) = [a1 + ast + ast? + ast®, by + bat + bst® + byt®, ¢y + cot + c3t® + eat?],
y de su derivada
T (t) = [ag 4 2ast + 3agt?, by + 2b3t 4 3bst?, c3 + 2cst + 3eat?],

particularizando en ¢t = 0, y utilizando T(0) = p y Z'(0) = 7, resultan de inmediato

[a’17 bla Cl] = [plap27p3]7 [a25 b27 02} - [le r2, 7’3].
Para t = 1 se han de cumplir Z(1) =g y Z'(1) = 3, substituyendo directamente los valores

arriba obtenidos, resultan 3 sistemas lineales andlogos de 2 x 2, que son:

az+as=q1—p1—71 b3 + by = g2 — p2 — 12 c3+cC4=q3—p3—73
2a3 +3a4 = s1 — 11 2b3 + 3by = s9 — 19 2c3 + 3c4 = s3 — 3.

Como se cumple

11

estos tres sistemas siempre son determinados. Aplicando la regla de Cramer al primero,
resulta

a—pr—r 1

as ’ s — 11 3‘ q1 P1 1 — 81,
I ¢t —p1—m

a4 ’2 $1— 11 P1— 241 + 71+ 81

Como los tres sistemas son idénticos, solo hay que cambiar los indices y tenemos las
férmulas del enunciado. O

Observacion 1.18. El que las tangentes coincidan para t = 0 y t = 1 puede no ser
suficiente, sobre todo si deseamos que la curvatura se mantenga continua, eso exigiria la
igualdad de las derivadas sequndas en dichos puntos. Se parte entonces®® de una curva
con 18 coeficientes

Z(t) = [a1 + ast + ast® + agt® + ast* + agt®,
by + ot + bat? + byt® + bst* + b6t>, c1 + cot + c3t® + eqt® + estt + c6t®],
y resulta el sistema de 18 ecuaciones con 18 incognitas siguiente
z(0)=p, T(0)=7, 2'(0)=u, T(1)=¢q, 7'(1)=735, 7'(1)=".

Del mismo modo el sistema anterior es mds simple de lo que parece y podemos establecer
la siguiente proposicion.

26Una solucién diferente para este problema es la utilizacién de splines ctibicos. Los splines ctibicos, son
curvas formadas por varios tramos de polinomios ctibicos, que enlazan con contactos de clase 2; es decir,
con curvatura continua (ver capitulo de complementos), tienen ventaja sobre los enlaces arriba descritos,
ya que podemos obligarlos a pasar por determinados puntos sin aumentar el grado.
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Proposicion 1.14. Dada la ecuacion

Z(t) = [a1 + ast + ast® + agt® + ast* + agt®,
by + ot + bat? + byt® 4 bst? + b6t>, c1 + cot + c3t® + eqt® + et + c6t®],

y las condiciones

Entonces el sistema planteado siempre es determinado y ademds su solucion viene dada
por

1
[a1,b1,c1] = [p1,p2,p3), [az,ba, ca] = [r1,72,73], [as,bs,c3] = =[ui,uz, us),

2
Yy por
(|la-—p-—mn-5 1 1
ay = 5 S§1—T1 —Uup 4 5} 5
V1 — Ul 12 20
1| a—p—m—% 1
as = 3 3 S1—1T1— Ul 5 |,
6 V1 — U1 20
11T a—p—m—75
ag = 3 3 4 S1—1T1— U ,
6 12 V1 — U1

y por las ecuaciones andlogas para bs, by, bs y cs3,cq,c5 que resultan de las tres anteriores
substituyendo adecuadamente los indices.

DEM. Sitrabajamos para simplificar con la primera componente de Z(t) = [z1(t), z2(t), z3(t)],
tendremos

z1(t) = a1+ ast + ast® + agt + ast* + agt® (20)
zi(t) = ag+ 2ast + 3ast? + dast® + Sagt? (21)
2/ (t) = 2a3+ 6ast + 12a5t* + 20a6t>. (22)

Las condiciones z1(0) = p1, 1(0) = r1 y 2{(0) = w1, nos conducen directamente a las

relaciones )
ay =pi, a2 =r7Ty, a3:§u1. (23)

Para obtener ay4, as, ag, hacemos t = 1 en (20,21, 22), y substituyendo los valores obtenidos
en (23), resulta el sistema

U1
a4 +as+ag = Y
3ay +4as +5ag = s1—1r1 — Ut
6ag + 12a5 + 20ag = vi — uq.
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El determinante de la matriz de coeficientes sera

1 1 1
3 4 5 |=2,
6 12 20

por lo que este sistema y los dos andlogos correspondientes a by, bs,bs v c4,C5,c6 son
siempre determinados, y las soluciones obviamente son las del enunciado.

O
1.9 Formulas de Frenet-Serret
Proposicién 1.15. SiZ(s) es una curva regular con curvatura k(s) no nula, entonces
t(s) 0 k(s) 0 t(s)
W) | = =) 0 ) | | Al (24)
B/(s) 0 —7(s) O b(s)

DEM. Hemos probado, ver (8) y (16), que ' (s) = &7, y 5,(3) = —7n. Puede completarse
esta informacién expresando el valor 7@/ (s) en funcién de los vectores unitarios, la curvatura
y la torsién. Si derivamos en (n(s),7(s)) = 1, resulta que (7'(s),7m(s)) = 0, luego 7'(s)
estd en el plano rectificante. Puede expresarse 7'(s) en funcién de  y b. Escribamos

7' (s) = aqt(s) + azb(s). (25)
Multipliquemos (25) por ¢, resulta (7’,¢) = a1. Derivando (7i(s),(s)) = 0, respecto de s,
tenemos que (7,%) + (m,%) = 0, de donde
m,t) = —({,n)
= (km,Mm) = —k.
Por otro lado multiplicando (25) por b, tenemos (7', b) = ap. Derivando ahora (7i(s), b(s)) =
0, resulta que (7, BI) + (7', b) = 0, luego
@by = —(@b)
= —(n,—Tn) ="
Luego ay = —k, y ag = 7, podemos escribir por tanto
n=-kt+T1bh (26)
Organizando el producto matricial con esta férmula y las (16) y (8), sefialadas al comienzo,

queda probada la proposicién. ]

Observacion 1.19. Sabemos que conocida T(s), podemos obtener facilmente k(s) y 7(s),
mediante las formula obtenidas en (10) y (18). Reciprocamente las formulas de Frenet-
Serret (24), unidas a la ecuacion T'(s) = t(s), forman un sistema de 12 ecuaciones (3 X
3 + 3) diferenciales tal que, conocidas las funciones k(s) y 7(s), permiten obtener Z(s)
salvo un movimiento rigido.

Con los requerimiento habituales se cumplird el teorema de existencia y unicidad de
soluciones. FEn el teorema siguiente presupondremos la existencia de soluciones y pro-
baremos la unicidad, esa unicidad se conoce como “Teorema Fundamental de la teoria de
Curvas”.
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Observacién 1.20. Las ecuaciones de Frenet-Serret respecto de un pardmetro arbitrario
- - =/ =/
u, serdn T, (u) = Ty(s(u))s' (uv), 7, (u) = @,(s(u))s'(u), b,(u) = b,(s(u))s'(u), recuérdese

u
que s'(u) = |Z'(u)|, y que con esta notacion T,(s(u)) = k(u)a(u), etc.,

1.10 Ecuacién intrinseca. Teorema Fundamental

Definicion 1.18. Se denominan ecuaciones intrinsecas de una curva a las formulas que
nos dan la curvatura k = k(s) y la torsion 7 = 7(s) en funcién del pardmetro arco, e
independientemente de cualquier sistema de referencia.

Teorema 1.1. (Teorema Fundamental)

Dadas dos funciones k(s),7(s) : I — R, con k(s) # 0, existe una unica curva,
determinada salvo movimientos (giros y traslaciones), para la cual s es el arco, medido a
partir de un cierto punto de la curva, k(s) es la curvatura y 7(s) la torsion.

DEM. Una demostraciéon completa de este teorema requiere el teorema de existencia y
unicidad de las soluciones de una ecuacion diferencial ordinaria. Puede darse una de-
mostracién de la unicidad de curvas —salvo un movimiento— (ver [5] pag. 33), que tienen
los mismos s, k(s) y 7(s), mas sencilla.

En primer lugar es necesario probar que la longitud de arco, la curvatura y la torsién
son invariantes bajo movimientos rigidos (traslaciones y giros). Esto es inmediato ya que
hemos visto y probado que tanto x como 7 pueden determinarse en funcién del parametro
arco y por tanto son intrinsecos. Veamos la longitud, supongamos que M : R — R3 es
un movimiento rigido y que Z(t) es una curva parametrizada, y que M o Z(t) es la curva
transformada, entonces

b dz b b o
s:/ ]fhldt:/ M(x’(t),x’(t))dt:/ |d(]\§t)dt.

Lo que es evidente, puesto que la longitud se define mediante el anterior producto escalar
de Z'(t) ( y las derivadas son invariantes bajo traslaciones y los productos escalares y
vectoriales se expresan por medio de longitudes y angulos entre vectores, asi que también
son invariantes bajo movimientos rigidos).

Supongamos que dos curvas Z(s) y y(s) son solucién (presuponemos existencia) del
anterior sistema de ecuaciones, satisfaciendo las condiciones rz(s) = ky(s) y 7(s) = 7y(s),
Vs € I. Vamos a probar que coinciden salvo por un movimiento rigido.

Sean {t;(s0),7z(50), bz (s0)} y {ty(s0),7y(s0),by(s0)} los triedros de Frenet de Z(s) y
7(s) en s = sp. Claramente existe una traslaciéon que transforma g(sg) en Z(sp) y un giro
con el que conseguimos que %, (s0) = t(0), Ty (s0) = Mz (80) ¥ by(s0) = bz(s0). Los triedros
de Frenet en un punto arbitrario s (cuya dependencia de s no escribimos para no recargar
la notacién), seran {t,, My, by} y {tz, 7z, by}, obviamente no tienen porqué coincidir, pero
lo que si sabemos es que satisfacen las ecuaciones de Frenet-Serret. Por hipdtesis tenemos
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K=Ky =Ky y T =Ty = Ty, podemos escribirlas en la forma

(o (A _
75 = e 75 = T
dny . - dn - -
s —Kly +7by Y d—sy = —Kly + Tby
7. = e s = T

con condiciones iniciales ;(so) = £,(0), Tz (s0) = Ty (s0) ¥ bz (s0) = by(s0). Para ver lo que

1 _ _ _ _
ocurre en punto diferente del Z(sg) = 7(sp) evaluamos id—{\tm—ty|2+|bx—by|2+|ﬁx ~7y %},
s
utilizando las ecuaciones de Frenet-Serret. Tenemos

%d%{ﬁx — P+ b — byP + e — TP} = (o — 1ty — ) + (b — by, b, — B;>
+(fip — Ty, T, — )
= Kk (ty — ty, iy — My) — 7 (by — by, Ty — 7y)
— (Mg — Ty, by — ty) + 7 (B — Ty, by — by)
= 0.

Lo que sucede para todo s € I. Por tanto la expresién de arriba es constante, y puesto
que es cero para s = Sg, es idénticamente cero para cualquier otro valor de s. Se sigue que
t:(s) = ty(s), Ma(s) = My(s) y bau(s) = by(s) paratodo s € I, yaque ' (s) = t, = t, = 7(s),
y resulta

2 (#(s) () =0,
De donde Z(s) = y(s) + @, donde @ es un vector constante. Como Z(sg) = y(so), tenemos
que @ = 0, de aqui, T(s) = y(s) para todo s € I. O

Observacién 1.21. En el plano las ecuaciones de Frenet-Serret pasan a ser de un sistema
diferencial de 12 ecuaciones a uno de 4 ecuaciones (2 por componente), tendremos:

7'(s) = t(s) 7'(s) = t(s)
{ f(s) = w(ems) LG = #ls)
El vector tangente unitario, si 6(s) es el dngulo que forma la tangente a la curva con el
eje OX, serd

t(s) = [cos(0(s)),sin(0(s))] = f’(s) = [—sin(6(s)), cos(0(s))] &' (s)
= [T(s)| = 0'(s),

utilizando las ecuaciones de Frenet-Serret resulta®” que 0'(s) = k(s). Como T'(s) = (s),
vemos que x(s) e y(s) pueden determinarse mediante dos cuadraturas:

0(s) = / ") ds, a(s) = / Ccos(0(s)) ds, y(s) = / " sen(8(s)) ds.

0 0 0

2T A esta expresién podriamos haber llegado por un camino més simple utilizando la definicién intuitiva

y cartesiana %(:) = k(s).
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Planteado como sistema diferencial toma la forma

2'(s) = cos(6(s)) z(so) = xo
y'(s) = sen(0(s)) con ¢ y(so) = wo (27)
0'(s) = k(s), 0(so) = bo.

Un cambio en las constantes de integracion xq e yg representa una traslacion; mientras
que un cambio de la constante de 0y significa una rotacion de la curva.

Un ejercicio trivial es suponer k(s) = cte. y obtener las ecuaciones cartesianas uti-
lizando las relaciones anteriores. Los paquetes matemdticos suelen incorporar ordenes
para dibujar las soluciones (es claro que numéricamente) de la EDO’s anterior, y que en
este caso resulta particularmente transparentes. En Maple serian:

> DEplot([diff(x(s),s)=cos(theta(s)),diff(y(s),s)= sin(theta(s)),diff (theta(s),s)=1],
>  [x(s),y(s),theta(s)], s=-10..10, [[x(0)=0,y(0)=0,theta(0)=0]],
> stepsize=0.05,scene=[x(s),y(s)],scaling=constrained);

Observacion 1.22. Andlogamente en el espacio, conocidas las funciones k(s) y 7(s),
aplicando las formulas de Frenet-Serret y resolviendo el sistema de ecuaciones diferenciales
(28) se puede obtener la curva univocamente determinada en el espacio salvo traslaciones
y/o giros. Al anadir T'(s) = t(s), resulta el sistema de ecuaciones diferenciales

7'(s) = t(s) T(sg) =

P
T'(s) = k(s)m - o #(s0) = ¢
n (s) = —r(s)t(s) +7(s)b(s) fi(sg) = T (28)
b (s) —7(s)n(s), b(sg) = qXT.

Que pueden escribirse escalarmente como un sistema diferencial de 12 ecuaciones y
que en Maple son algo mds trabajosas de escribir:

DEplot3d([diff (x(s),s)=t1(s),diff(y(s),s)=t2(s),diff(z(s),s)=t3(s),

diff (t1(s),s)=kappa(s)*nl(s),diff(t2(s),s)=kappa(s)*n2(s),diff(t3(s),s)=kappa(s)*n3(s),
diff (n1(s),s)=-kappa(s)*tl(s)+tau(s)*bl(s),

diff (n2(s),s) =-kappa(s)*t2(s)+tau(s)*b2(s),

diff (n3(s),s)=-kappa(s)*t3(s)+tau(s)*b3( s),
diff(b1(s),s)=-tau(s)*nl1(s),diff(b2(s),s)=-tau(s)*n2(s),diff (b3(s),s)=-tau(s)*n3(s)],
[x(s),y(s),z(s),t1(s),t2(s),t3(s),n1(s),n2(s),n3(s), bl(s),b2(s),b3(s)],
s=-4%Pi..4xPi,

[[x(0)=0,y(0)=0,z(0)=0,t1(0)=1,t2(0)=0,t3(0)=0,n1(0)=0,n2(0)=1,n3(0)=0
,01(0)=0,b2(0)=0,b3(0)=111,

y=0..4,z=0..8,scene=[x(s),y(s),z(s)],stepsize=0.1);

VVVVVYVVYVVYVYV

1.11 Curvas derivadas: envolvente, caustica, pedal

Definicién 1.19. La envolvente®® de una familia de curvas dependientes de un pardmetro
es una curva tangente a todas las curvas de la familia. La ecuacion se obtiene eliminando
el pardmetro que caracteriza a la familia entre la ecuacion de esta y su derivada respecto
del pardmetro.

28Si una familia de curvas tiene envolvente, cada individuo de la familia recibe el nombre de “involuta”
respecto de la envolvente.
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Ejemplo 1.4. Es un sencillo ejercicio probar que la envolvente de un segmento mowvil de
longitud a cuyos extremos se apoyan sobre los ejes es la astroide®® x2/3 + y2/3 = o2/3.

Ejemplo 1.5. La envolvente de la familia de circunferencias (x—cos )2+ (y—sen \)? = 1,
es a su vez la circunferencia x2 4 y* = 4.

Definicién 1.20. Si C' es una curva y O un punto (el punto pedal o polo), el lugar
geométrico S del pie de la perpendicular trazada desde O a la tangente a un punto variable
sobre C, se denomina curva pedal de C respecto de O.

Ejemplo 1.6. Puede calcularse que la pedal de una circunferencia supuesto el polo sobre
ella es siempre una cardioide. Si el polo estuviera fuera seria un caracol de Pascal

Definicién 1.21. La caistica®® de una curva dada C es la envolvente de los rayos emiti-
dos desde un punto fuente S después de reflejarse (cdustica de reflexion: catacdustica) o
refractarse (cdustica de refraccion: diacatstica) en C. Si S estd en el infinito, los rayos
incidentes son paralelos.

Ejemplo 1.7. La catacdustica de una circunferencia, suponiendo el origen de los rayos
en el infinito es una nefroide. La catacdustica de y = Inx con rayos paralelos al eje es
una catenaria. Para mds ejemplos ver el apéndice de [}].

29La astroide es una hipocicloide, que es una subfamilia de las hipotrocoides, y resulta de hacer h = b,
(h es la distancia de P al centro de la circunferencia mdévil) en la ecuacién general de aquellas. Dentro
de esa subfamilia (siendo n = a — b, a y b los radios de las circunferencias fija y mévil), es la que toma
el valor a = 4b. Son también hipocicloides: la deltoide a = 3b, el segmento a = 2b, o la circunferencia
b=0. Para h # by a = 2b tenemos la elipse y para a = 2nh/(n+ 1) y b = (n — 1)h/(n + 1) la rosa
de n pétalos. Las ecuaciones generales de las curvas hipotrocoides y epitrocoides son respectivamente
T(t) = [ncost+hcos ¢t,nsent —hsen }t], y T(t) = [mcost— hcos 5+t,msent — hsen t], con t € [—7, 7].
Las epicicloides son una subfamilia de las epitrocoides y se obtienen haciendo h = b. Epicicloides son la
cardioide que se obtiene haciendo a = b (siendo m = a+b, a y b radios), y la nefroide si escogemos a = 2b.
Para més detalles ver el capitulo VI de [4].

39Es decir “candente”, puesto que la luz se concentra, en ella. El arco iris en el cielo se debe a una cdustica
de un sistema de rayos que han pasado a través de una gota de agua con reflexién interna completa. El
estudio de los frentes de onda tridimensionales, sus metamorfosis y sus singularidades (autointersecciones
de los frentes de onda o ctispides de las cdusticas) es objeto de la moderna teorfa de catdstrofes. Las
singularidades de las cdusticas puede probarse que solo son de tres tipos: “cola de milano”, “pirdmide”
(u ombligo eliptico) y “bolsillo” (u ombligo hiperbdlico). Para una extensa bibliograffa sobre este tema,
consultar Teoria de catdstrofes, de V.I. Arnold, Ed. Alianza Univ.
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2 Teoria elemental de superficies

2.1 Expresion analitica. Curvas coordenadas

Definicién 2.1. Sea S C R3, se dice que S es una superficie reqular, si y solo si, Ya € S
existe un conjunto abierto V, tal que @ € V. C R3, y una funcion @ : U — V N S, donde
U es un abierto de R?, verificando las siquientes condiciones:

i) T es de clase infinito, esto es dada
Z(u,v) = [z1(u,v), z2(u, v), x3(u, v)], (29)
las funciones x;(u,v) tienen derivadas parciales de todos los ordenes.

it) T:U — (VNS) es un homeomorfismo, es decir una aplicacion biyectiva continua
con inversa T : (VN S) — U continua. Esto significa que T~1 es la restriccién a
V' NS de una funcion continua de W — R?, para algin conjunto abierto W C R>
que contiene a VN S.

111) La matriz Jacobiana

8m1 8:}01 )

- g (wv) gy
J(.Z‘(’LL, U)) = 2 2 )
59503 ’ ) 66905

tiene rango 2. Esto es, para todo valor (u,v) € U, J(Z(u,v)) : R* — R3, es una
aplicacion lineal inyectiva, o equivalentemente ker J(Z(u,v)) = {0}. Esta exigencia
sobre T es lo que se denomina regularidad.

La funcion T : U — S se denomina®' carta coordenada o parametrizaciéon de S. Come-

tiendo un abuso de lenguaje tradicional nos referiremos frecuentemente a la superficie
T(u,v).

Observacién 2.1. Las cartas coordenadas nos permiten introducir coordenadas para pun-
tos de una superficie cercanas a un cierto punto dado a. Podemos pensar en una carta
Z: (U Cc R?) — S como la correspondencia entre un territorio S y el mapa que lo
describe.

Observacion 2.2. A veces relajaremos la anterior definicion de superficie, prescindiendo
de las exigencias apuntadas. Se pedird casi siempre que T(u,v) tenga al menos clase 1,
con objeto de que tenga sentido la matriz J, utilizando ese hecho junto con iii) para que
exista plano tangente en casi todo punto.

Se prescindird en ocasiones de ii) cuyo objeto es evitar autointersecciones®?. También
permitiremos que haya puntos®® en los que ran(J) < 2 aunque exigiremos siempre que la
clase de T(u,v) sea 0, es decir que las funciones componentes sean continuas. A los puntos
en los que falla i), ii) o i) los llamaremos genéricamente puntos singulares, hablaremos
todavia de superficie pero omitiremos el adjetivo reqular. En los puntos donde ran(J) = 2
y la clase es mayor o igual que 1 diremos que la superficie es regular.

31patch en inglés
32Por ejemplo Z(u, v) = [sin(u), sin(2u),v], a lo largo de la recta u = 0.
33Pero no que en todos los puntos ran(J) < 2, ver observacién 3.8.
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Observacion 2.3. En ocasiones una superficie puede venir dada por una funcion implicita
F(z,y,z) = 0, en vez de la forma paramétrica explicita (29) o la forma cartesiana (que
paramétricamente queda®* T(z,y) = [z,y, f(x,y)]). Como es sabido, dada F(x,y,z) =0,
las condiciones que regqulan la existencia o no de una funcion definida implicitamente las
proporciona el teorema de la funcidn implicita (ver cualquier texto de calculo).

Ejemplo 2.1. Antes de proseguir veamos una forma trivial de engendrar superficies a
partir de curvas que nos ayudard a entender las ecuaciones en paramétricas de algunas
superficies. Si partimos de una curva de ecuaciones paramétricas T(t) = [x1(t), x2(t)], la
ecuacion de la superficie de revolucion que resulta de hacerla girar en torno al eje OX, es

Z(t,u) = [x1(t), x2(t) cosu, xa(t)senul.
Andlogamente si giramos dicha curva en torno al eje OY resulta

Z(t,u) = [x1(t) cosu, xa(t), x1(t)senul.
Veamos algunos ejemplos:

i) Un cono resulta engendrado al girar un segmento en torno al eje OX, es decir de
Z(t) = [t, at + b] obtendremos

Z(t,u) = [t, (at +b) cosu, (at +b) senu).

it) Del mismo modo la circunferencia engendra una esfera. A partir de T(t) = [r sent, r
resulta
Z(t,u) = [r sent,r cost cosu,r cost senu].

i11) Podemos generar un cilindro, si hacemos a =0, y b =1 en la ecuacion de la recta
anterior, tendremos T(t) = [t,r|, que al girar en torno al eje OX, proporciona

Z(t,u) = [t, rcosu, T senul.

iv) Finalmente, si hacemos girar una circunferencia T(t) = [r cos(t), rsen(t) + R], con
r < R, es decir cuyo centro tenga una ordenada mayor que el radio, tendremos las
ecuaciones paramétricas de un toro

Z(t,u) = [rcos(t), (rsen(t) + R) cos(u), (rsen(t) + R) sen(u)].

Mds adelante, cuando tengamos mds herramientas, estudiaremos otras propiedades de
las superficies de revolucion. Quizds la mds interesante es que las lineas de curvatura de
las superficies de revolucion son sus meridianos® y paralelos, ver la pdgina 71 de estas
mismas notas.

Observacién 2.4. Cuando para todo punto (u,v), el rango de la matriz J es 1, como
ocurre con

Z(u,v) = [u+ v, (u+ )2, (u+v)?],

las ecuaciones TepTesentan una curva.

34Esta parametrizacién se conoce como parametrizacién de Monge.

35Se denominan meridianos y paralelos de una superficie de revolucién a las curvas que resultan de inter-
secar la superficie con planos que contengan a su eje de revolucién, o respectivamente, sean perpendiculares
al mismo, en analogia con la esfera.
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Observacion 2.5. Los puntos singulares pueden aparecer debido a la eleccidon del sistema
de pardmetros o por la naturaleza de la superficie. Por ejemplo la esfera®® de radio a,

ZT(u,v) = [acosucosv,acosusenv,asenul,

que no tiene puntos singulares, presenta uno debido a la parametrizacion. Con —mw/2 <
u<m/2y0<wv<2n. Tenemos que para u = 7/2, es decir en el punto (0,0, a) la matriz

Jacobiana
—@Sen U CoSU —a CoS U Sen v

J = —asenusenv @ cosu Cos vV
acosu 0

tiene rango 1. Con T(u,v) = [asenu,a cosu cosv,acosusenv|, como parametrizacion, el
punto conflictivo pasaria a ser el (a,0,0).

El caso del cono®” circular con a = cte., es bien distinto, obviamente si hay singularidad
debida a la superficie en el vértice. Tenemos que

Z(u,v) = [aucosv, ausen v, u),
conu € R y0<v<2m. En este caso

acosv —ausenv
J = asenv  aucosv
1 0

para u = 0 tenemos el punto singular (0,0,0), ya que la segunda columna se anula. A
veces se distinguen ambos casos y se habla de singularidad paramétrica y de singularidad
esencial.

Definicién 2.2. Sea un punto P(u,v), dada la superficie T(u,v) = [z1(u,v), z2(u, v), z3(u, v)],
consideremos los vectores

j/ . [8.2131 81‘2 8.7}3]
vt ou Ou ou
) 8.’B1 8902 &%3
T, = 55 5 )
ov’ Jv’ Ov

La condicién de que ran(J) = 2 en ese punto, puede interpretarse®® ahora como
7, x T, # 0.

FEs decir, los vectores T, y T, ademds de no anularse en el punto P(u,v), tienen direcciones
distintas. En general no tienen porqué ser ortogonales ni tampoco unitarios.

Dichos vectores son las tangentes en P a las curvas que resultan de hacer alternativa-
mente u = cte. y v = cte'. en T(u,v) = [x1(u,v), x2(u,v), x3(u,v)]. A dichas curvas se las
conoce como curvas paramétricas o curvas coordenadas. Obviamente cualquier punto P
sobre la superficie queda definido conociendo el par (u,v), que se denominardn coordenadas
curvilineas de P.

36De ecuacién implicita 2 + y? + 2% = o2

3"De ecuacién implicita z? + y* — a%2% = 0.

38El que ran(J) = 2 no quiere decir que en ese punto exista plano tangente. Recordemos que la existencia
de las parciales no garantiza la diferenciabilidad, por ejemplo Z(u,v) = [u,v,/|uv|], en u = v = 0, se
cumple ran(J)(0,0) = 2, sin embargo no hay plano tangente. Una condicién suficiente para la existencia
del plano tangente es la continuidad de las parciales en un entorno del punto de que se trate.
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2.2 Normal y plano tangente. Triedro movil sobre una superficie.

Observacién 2.6. Es conocido de los cursos anteriores de cdlculo que si f : A — R,
y ACR" y feCYA), (es decir es de clase uno, o lo que es lo mismo, tiene derivadas
parciales primeras continuas en A), entonces f diferenciable en todo a € A. También se
probd que el que sea diferenciable en un punto es equivalente a que exista plano tangente
en dicho punto. En particular cuando n = 2, la funcion es z = f(x,y) y las derivadas
parciales son continuas, entonces existe el plano tangente en (a,b) a la superficie z =
f(x,y), y viene dado por

r—a y—>b z— f(a,b)
1 0 fula,b) | =0,
0 1 fy(a,b)

de donde
f:i:(% b)(x - a) + f;(a,, b)(y - b) =z f(avb)'

Proposicién 2.1. Sea una superficie T(u,v) = [z1(u,v), z2(u,v), z3(u,v)], al menos de
clase uno; entonces la ecuacion del plano tangente en un punto regular T(ug,vo) de la
superficie viene dado®® por

x — x1(ug,v0) Y — w2(uo,v0) 2z — x3(uo, vo)
a$1 81‘2 axg
%(UOWO) %(Uo,vo) %(Uo,vo) =0. (30)
0 0 0
S(wow) S (uow) 5 (o, wo).

DEM. Si el punto (z,y, z) pertenece al plano tangente a la superficie en el punto Z(ug, vp),
el vector [x — z1(ug, vo)|€1 + [y — x2(ug, vo)|€2 + [z — x3(ug, vo)|€3 esta contenido en el plano
tangente. Asimismo lo estdn los vectores T, y Z,, de donde el producto vectorial T, X T,
es normal a dicho plano y en consecuencia

<[(£ — I‘]_(UD,’UQ))E]_ + (y - QZQ(UD,UQ))éQ + (Z — :Cg(U(), U()))ég] , f; X fﬁ) =0. (31)

Como sabemos que

€1 €9 €3
| 9m Omy Oz
Ty X Ty = | du  Ou  Ou
Oy dry  Owy
v Ov v

Efectuando el producto escalar (31) como producto mixto resulta (30).
0

39En general es més ttil la ecuacién paramétrica F(p, ¢) = [xo+p a1 +q b1, yo+p az+q b2, 20+p az+q bs]
donde 7, = [a1, a2, as] y T, = [b1, be, b3], derivados en wg, vo, siendo [z, Yo, 2z0] = T(uo,vo). Para dibujar
el plano tangente suele ser incluso més prictico tomar [a1, a2, as] = €1y [b1, b2, b3] = €2, ortonormalizacién
de {7,,7,}, para mantener la proporcionalidad y la ortogonalidad de los mérgenes del plano.
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Corolario 2.1. Sea z = f(x,y), f € CY(A), A C R? y (a,b) € A, entonces el plano
tangente en (a,b) a f viene dado por

x—a y—>b z— f(a,b)
1 0 fi(a,b) |=0.
0 1 fy(a,b)

DEM. El caso cartesiano no es més que una parametrizacion particular de lo visto en la
proposicion anterior. El vector de posicién sobre la superficie es

j(xvy) = [xvya f(xay)L

calculando las derivadas parciales resulta de inmediato. O

Corolario 2.2. FEl vector unitario normal a la superficie en el punto T(ug,vy), vendrd
dado por
=/ =/
v - Tu X T,
R |
|0 X Ty |
Las anteriores derivadas se calculan en (ug, vo).

Definicién 2.3. Dada una superficie T(u,v), a la base {Z.,, 7., N}, calculada en (ug,vo)
se la denomina triedro mévil en el punto (ug,vp).

Proposicion 2.2. Si llamamos
E= <j, f;% F= <j; ) f;% G = <f; ) T;>

Entonces
—/ -2 _ 2
|7, x T,|° = EG — F~*.

DEM. Tenemos® que

|z, xT|° = (T, XTI, , T, XT,)
<§;_L 3 E’/U,><T’/U ) T2)> - <f;1 3 fi)>2
= EG - F>.

Corolario 2.3. El vector normal a la superficie viene dado por

el ) €3
Oy dry  Oxy
Nl Ov Ov Jv | (32)

VEG — F?

mos que sen” o 5% = n uxy o =1, lu u xv|? = |u*v)* - (@, v 5
10Sabemo e sen? o + cos? 1, de donde ‘l |2‘|‘2+|1§|2‘>‘2 1, luego | x ©|? 2152 L T)2, es

decir (7 x 9,7 x ) = (,w)(v,?) — (u,v)>.
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Observacion 2.7. Hubiéramos podido llegar al resultado
7, x T, |> = EG — F?
utilizando un camino diferente!

Observacion 2.8. En cartesianas el plano tangente es

fr(a,b)(x — a) + f(a,b)(y — b) = z — f(a,b).

Ezpresado como Az + By+Cz+D =0, es claro que A = f;(a,b), B = f;(a,b) y C = —1.
De donde el vector normal al plano tangente, que como sabemos es A €1 + B ey + C €3,
normalizado resultard

fz(a,b)er + fy(a,bjes —e3
V/[Fa(a ) + [fy(a. b))

N:

El vector normal al plano tangente en el punto (a,b, f(a,b)) forma con los ejes coordenados

“Tendriamos:

|z, x T, =

0wz Oxy _ Ows w2 \* | (Owg Jwy _ 0wy 0ws\* | (021 0wz _ Oz Oma
ou av Bu ov au 81} ou v ou Ov ou v

- 8%‘2 8%‘3 3%‘2 _ 902 O3 Ors Owa
N 8u Bu Ov Ou Ov
4 (9 51‘3 93\’ 8%1 _ 901 O3 O3 Oy
Ou Ou Ou Ov Ou Ov

4 (9 51‘2 92\’ &vl _ 901 Oz Oz Oz
Bu ou ou Ov Ou Ov

[ 81'1 2 8m2 2 8x3 2
lffmf%*@ﬂ>+ﬁﬁ)+2ﬁ

_ —r Bxl 2 8x2 2 8:173 2
“ *If%*@ﬁ)+@ﬁ>+iﬁ
F o= 7, .z = 07108 05 0r; | Ovs Oy
T du v ou v ou v’

Hemos llamado

luego

2 . (91‘1 (9.1‘1 2 8$2 8I2 2 8.1‘3 (91'3 2
o= <5;5;)+(5;5;)+'5;5;
E)xg 8.1'3 81’3 amg ax1 8.1'3 axg aml E)xl 8.%'2 E)m 8.%'1

Y200 B 0w o0 2 ou v 0u o0 2 ou v du ov

De donde resulta inmediato que
|z, x T,|* = EG — F°.
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OX,0Y,0Z, respectivamente*? los dngulos o, 3,7. Es claro que

cosq = fa(a,b)
Uk D+ [fy (b)) + 1
cosfB = fl//(a’ b)
VUL b + (£ (a, b)) + 1
cosy = -1

VU@ P + [y, b +1

El vector normal se puede considerar en sentido positivo o negativo respecto de la superficie,
se suele® considerar orientado hacia donde la superficie es conveza. Cuando se estudian
elementos de drea se toma siempre un dngulo —7/2 < v < 7/2, de modo que la componente
sea positiva.

O]

2.3 Una aplicacion: movimiento de superficies sobre superficies

Observacioén 2.9. A veces es necesario ortonormalizar los vectores {T,,@,, N}, ya que

los vectores T, y T., en general ni son ortogonales ni estdn normalizados. Resulta obvio
: = =/ .

que a partir de T, (ug, vo) y T, (ug,vo), obtenemos:

S

A
e = —2 w = m,— (T, € )el,

5 A
3]
<=

(w, )

Es claro que el sistema {€1,e2, N} es ortonormal**

gl

Observacién 2.10. Una aplicacién importante del triedro mévil {z,, 7., N}, (o del mévil
ortonormalizado {€1,e2, N}), en la descripcion analitica que permite la construccion o el
movimiento (giro, deslizamiento o rodadura) de unas superficies sobre otras. Ya hemos
visto los ejemplos de las pdginas 7 y 17, ahora puede hacerse otro tanto sobre superficies.

Por ejemplo si queremos construir un cono T(t,w) = [wsen(t),w cos(t), wal, de modo
que su vértice esté sobre una esfera y(u,v) = [cosu,senucosv,senusenv|, en el punto
(ug,v0), y cuyo eje sea normal a dicha esfera, sus ecuaciones serdn

€1(ug, vo)
Z(t, w) = Y(uo,vo) + [wsen(t), wcos(t), wa] | €2(uo,vo)
N (uo, vo)

42E] vector unitario en la direccién normal al plano tangente viene dado por @ = cos a € + cos 8 €2 +
cosy €3, tendremos que u-u = |u| cos 0 = 1, de donde resulta el conocido resultado cos? a+cos? f+cos? v =
1 para los cosenos directores de un cierto vector.

43Es obvio que si en una parametrizacién permutamos v con v, entonces N cambia de sentido.

44M3s sencillo en este caso tridimensional que aplicar Gram-Schmdit, es obtener N, € y tomar luego
€ = N x &. Lo que ocurre es que en general €; no tiene porqué ser tangente a las lineas paramétricas.
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donde a es el pardmetro que requla el dngulo® del cono.

Para mover ahora dicho cono sobre la esfera (por ejemplo siguiendo un paralelo), es
suficiente con wariar el punto genérico (ug,vy) sobre la esfera. Haciendo vy = w/6 y
variando ug € [0, 27|, recorreriamos el paralelo vo = /6.

Si se plantea el problema de girar T(t,w), superficie situada sobre y(u,v), en torno a
alguno de los elementos del triedro {€1,e2, N}, de esta tltima, en un cierto punto (ug,vg),
por ejemplo en torno a N, basta con considerar

cosf —senf 0 €1 (up, vo)
Z(t,w,0) = Y(ug, vo) + [x1(t, w), x2(t, w), x3(t,w)] | send cosf O e (ug,v0) |,
0 0 1 N (ug,v)

variando 0 giraremos la citada superficie.

Esta técnica es aplicable igualmente si se trata de situar superficies sobre curvas al-
abeadas, solo que entonces hay que cambiar en la anterior expresion las componentes del
triedro movil normalizado por las componentes del triedro de Frenet. Por ejemplo si quer-
emos deslizar un cilindro T(u,v) = [u, 1 cos(v), + sen(v)] de radio 1/5 y altura 1/3 de
modo que su eje coincida con la tangente a la curva F(t) = [sen(t),sen(t) cos(t), cos(3t)],
tendriamos

1 1 £(t)
Z(u,v,t) = y(t) + [u, = cos(v), = sen(v)] | 7(t) |,
5 5 B(t)

obviamente v € [0,27], u € [0,1/3]. Los elementos del triedro {¥(t),n(t),b(t)}, se refieren,
claro estd, a la curva alabeada G(t). Escogiendo t € [0,27n] la tendremos en distintas
posiciones’® de la curva.

Ejercicio 2.1. Sea Z(u,v) = [6sen(u), 6 cos(u) + 2v cos(u/2), 2vsen(u/2)] con u € [0, 27],
€ [—1,1]. Superficie de una sola cara conocida como banda de Moebius. Se pide:

i) Obtener las ecuaciones de una esfera de radio unidad, tangente a la curva v = 0
contenida en dicha superficie, y cuya posicién sobre ella dependa de un parametro
t, de modo que al variarlo la esfera se deslice sobre dicha superficie.

ii) Modificar las instrucciones para que al variar ¢ ruede en vez de deslizarse.

2.4 Elemento de area sobre la superficie

Observacion 2.11. FEs bien sabido que el drea de un paralelogramo de lados T y U viene
dada por

—

[u x o| = [ul |v] senf, 6 =u,n.

“*Obviamente para obtener un disco tangente en (uo, vo) de radio 7, con w € [0, 7], basta con hacer a = 0
en la anterior ecuacion.

16Nétese que la utilizacién de este método solo es precisa si exigimos orientacién de una sobre otra, para
el simple posicionamiento no seria necesario utilizar el triedro de Frenet. Por ejemplo para situar una
esfera (sin preocuparnos de la posicién de meridianos y paralelos) bastaria con colocar su centro en las
diferentes puntos de la curva base, otra cosa seria si supuestamente representadas las curvas coordenadas
deseamos que los polos se mantengan en todas las posibles posiciones sobre la curva.
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Proposicién 2.3. Sea una superficie reqular T = [z1(u,v), z2(u,v), x3(u,v)], el elemento
de drea en un punto (u,v) sobre la superficie viene dado por

dA =+ EG — F? dudv.

DEM. Si partimos de
Z(u,v) = [z1(u,v), z2(u, v), x3(u, v)],
a lo largo de una curva paramétrica u = cte. tendremos
AT, _cte. = Ty Av,
andlogamente a lo largo de v = cte’. obtenemos
AT| oo =Ty, Au.
De donde resulta inmediato que el area paralelogramo elemental formado por las tangentes,

en el punto P de la superficie, y tomando sobre ellas las longitudes du y dv respectivamente
seguin las direcciones de las curvas paramétricas v = cte. y u = cte’., vendrd dada por

dA = |Tydv % Tydu| = |7, x T,| dudv = /EG — F2 dudv.

Ejemplo 2.2. Calculemos el drea del toro, utilizando para ello la parametrizacion
Z(u,v) = [(a + rcosu) cosv, (a+rcosu)senv,rsenul, 0<u<2m, 0<v<2m,

esta parametrizacion recubre el toro, excepto un meridiano y un paralelo. Tenemos que

T, = [—rsenucosv,—rsenusenuv,rcosul
7, = [~(a+rcosu)senv,(a+rcosu)coswv,0)
de donde
E = r?sen®ucos®v +r?sen® usen® v + r% cos? u = 2.
F =0
G = (rcosu+a)’
Luego

VEG — F?2 =r(rcosu+ a).

Aplicando la férmula anterior el drea resulta ser

27— 27—
A= / (% cosu + 'ra)du/ dv = 12 (21 — 2¢)(sen(2m — €) — sen €) + ra (2w — 2¢)?,
O0+e€ O+e€

y haciendo € — 0 obtenemos finalmente
A = 47%ra.

Observacion 2.12. En coordenadas cartesianas tendremos

dxdy
dA cosy = dudy = dA = [\/[fg’n(a,b)P—F [f1(a,0))2 + 1 | dady.

El drea de una region acotada R sobre la superficie z = f(x,y) es

A= [ [ inenP+ e nP 1 dody

donde Q) es la proyeccion ortogonal de R sobre el plano xy.
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2.5 Elemento de linea. Primera Forma cuadratica fundamental.

Observacion 2.13. Recordemos que dado un paralelogramo de lados @ y v, la longitud de
los cuadrados de las diagonales viene dada por

S
<
S

m+v* = (u+

a9 = {

+

]|
|
S
|

9

|
|
N
S
|
e
2|

)

Proposicién 2.4. Dada la superficie reqular T(u,v) = [x1(u,v), x2(u,v), x3(u,v)], el ele-
mento de longitud viene dado por

ds* = Edu® + 2F dudv + Gdv®. (33)
DEM. Partimos de que en la direccién de las curvas paramétricas

Af‘u:cte. = f;;AU

ATL}ZCte/. = E{MAU
De donde la longitud al cuadrado de la diagonal del paralelogramo que tiene por lados

Z,dv y T, du, vendrd dada por

ds* = |Z,du+ 7T, dv|* = (T,dv + T, du, T, dv + T, du)
= (@, 7, )du® + (T, T, )dv* + 2(z),, T, ) dudv

Edu® + 2Fdudv + Gdv?.

Definicién 2.4. ds® puede expresarse también como

E F du
2 _ _ 2 2
ds® = (du, dv) < r oG ) < o > = Edu® + 2Fdudv + Gdv*.
De ahi que se denomine a la ecuacion (33) primera forma cuadrdtica fundamental de una
superficie, y se conozca a los coeficientes E, F' y G como coeficientes de la primera forma.
En ocasiones se indica como ds? = I(du, dv) o simplemente como 1.

Observacién 2.14. ;Cdémo se utiliza el anterior elemento de linea? Muy sencillo, dada
una curva sobre la superficie en la forma p(u,v) = 0, tenemos que du y dv estan ligadas
por la relacion @), du + @), dv = 0. De donde dv = —¢l, /¢, du, y podemos substituir en la
expresion (33). Otra posibilidad es dar la ecuacion de la curva sobre la superficie mediante
el par de relaciones u = u(t) y v =v(t), y llegamos trivialmente a

a= | ' VEWOE £ 2F () 0 (0] + G (O] dt.

Notemos que en la anterior expresion E, F' y G son en general funciones de t, a través
de las relaciones uw = u(t) y v = v(t). Si partiésemos de una curva dada en la forma
v = h(u), bastaria con considerar u = u, es decir v' = h'(u) y u' =1, e integrar respecto
de u.
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2.6 Propiedades de la Primera Forma

Proposicion 2.5. La primera forma cuadrdtica fundamental es una forma cuadrdtica
definida positiva.

DEM. Como exigimos que ran(J) = 2 tenemos que T, # 0 y T, # 0, por tanto
E = (z,,1,) = [z, > 0,
y por otro lado como T, x T, # 0, resulta que
EG-F*=|7,x7|? >0,
y aplicando el criterio de Sylvester la forma cuadratica anterior es definida positiva. [

Proposicién 2.6. Sea S la superficie de ecuacion ZT(u,v), u,v € D y consideremos el
cambio de wariables dado por g : D* — D tal que g(t,w) = [u(t,w),v(t,w)], siendo
g € CH(D*) y biyectiva; entonces*” se verifica que:

i) ds® es invariante.

2

N oAAa A (u,v)
EG — F? = (EG — F? :
it1) EG (EG ) at.w)
DEM. Recordemos que
ou ou v v
du = adt + a—d , dv adt + 6fdw,
y también se cumple
ou ov
- oy YU, JU
tT Ty TR
. s e O, 0T P, . . .
i) Como ds” = |7}dt + T, dw|* = Edt + a—dw , derivando por intermedio de las vari-
w
ables u y v tendremos
_ 2
Bt + 2Fdtdw + CGdw? = | %Lt + 9% qu
ot ow
_ |(mou, dmovy,, (Gzou omouy,
N Ou ot  Ov Ot Judw  Ov ow
T (du ,  Ou oz (dv v 2
_ 2
= gzdu + gzdv

= Edu® + 2Fdudv + Gdv>.

17Obsérvese que podriamos deducir el resultado del teorema del cambio de variable para integrales dobles,

puesto que A = [[, VEG — F2dudv = [[,. V EG — F? || dtdw, donde g = (u(t, w), v(t,w)), siendo |g'|,

~

el determinante Jacobiano de la trasformacién g, ademés E(t,w) = F o7, etc,...
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ii) Formando el producto T} X T, tendremos que

T, xT, = (T, x7T,) [ZQ:;Z] + (T, x T,) [?;;ﬂ

_ (@ w7 [2n0v _Qvou
o w vl ot ow Ot Ow
ou  Ou
_ <x;xx;>\sz 8\
ot ow

Tomando médulos y elevando al cuadrado tenemos finalmente®®

A(u,v) |?

EG—F?=(EG-F?) | ———
¢ (BG )8(t,w)

O

Corolario 2.4. El dngulo 6 que forman las curvas paramétricas en un punto dado (u,v)
de la superficie verifica

P F
cos) = ——,
VvVEG
0 VEG — F?
senff = ————.
VEG
DEM. Tenemos que
T, = V(@.7,)=VE,
z,| = V@, 7)) = VG
De donde resulta inmediato que
cosf = (Tu: 7o) = r .
||z VEG

Por otro lado

9 |z, xT,| VEG-—F?
senov — = .

izl 7l VEG

Corolario 2.5. Las curvas paramétricas son ortogonales si y solo si F' = 0.

Ejemplo 2.3. Consideremos el cilindro, el cono y la esfera:

i) Para el cilindro T(u,v) = [asenv,bcosv,cu], tenemos: E = ¢, F = 0, G =

a® cos® v + b2 senv. Luego las curvas paramétricas son siempre ortogonales®.

2
, Mas en consonancia

480 utilizando el teorema de la funcién inversa (EG — F?) = (EG — F?) ’ggfﬁj;

con la expresion integral. Nétese que para ambas expresiones, si desedramos integrar, tendriamos que
utilizar g o, respectivamente, su inversa al particularizar el Jacobiano.

49Nétese que si a # b la superficie no es de revolucién. Es por tanto falso que si F' = 0 estemos ante una
superficie de revolucion.




ii) Para el cono T(u,v) = [ausenv, bu cosv, cu|, resultan E = a?sen?® v + b? cos® v + ¢2,
F = (a®—b*)usenvcosv y G = u?(a? cos® v+ b?sen? v). Observamos que las curvas
paramétricas no son ortogonales en el caso general. Solo si a = b, es decir, si el
cono es circular, y por tanto de revolucion, entonces F' =0 y si lo son.

i11) Finalmente para el elipsoide de revolucion T(u,v) = [asinu, bcosusen v, bcos u cosv],
obtenemos F = (b?—b?) senu cosusen v cosv = 0; luego las curvas paramétricas son,
como cabia esperar, ortogonales®® , en particular para la esfera a = b

2.7 Angulo de dos curvas. Sistema ortogonal de curvas

Observacion 2.15. Dada una superficie T(u,v). Una curva sobre dicha superficie viene
dada por una relacion entre los pardmetros u y v. Esta relacion puede tomar las siguientes
formas:

i) Ecuacion implicita: f(u,v) =0, con |f,|+ |fi| #0.
it) FEzplicita: v = g(u) o u = h(v).

i11) Forma paramétrica: uw = u(\), v =v(\).

‘ ‘ _odo ‘ .
i) Forma diferencial: — = f(u,v). Esta expresion representa una familia de curvas

debido a la constante de integracion.
v) Forma cuadrdtica diferencial:
A(u,v)du® + 2B(u, v)dudv + C(u,v)dv? = 0.

Si suponemos C # 0 dividiendo por du?, resolviendo la ecuacién cuadrdtica y para
valores tales que B2 — AC > 0, resultan

dv dv
— = filu,v), — = fo(u,v).
S = hwe), = o)
Que corresponden a dos familias de curvas.
el o dy v o
Proposicion 2.7. Dadas dos direcciones T Y Su sobre un punto de la superficie, si
U u

SOPara el elipsoide de tres ejes T(u,v) = [asinu,bcosusenv,ccosucosv], se tiene F = (c® —

b2) sen u cos u sen v cos v, que solo es cero si b = ¢, es decir si se trata de un elipsoide de revolucion.
51Que un escalar, en vez de un vector, pueda interpretarse como una direccién resulta inmediato. Pense-
mos en la pendiente de una recta en el plano cartesiano y respecto de unos ejes previamente establecidos.
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forman un dngulo o, entonces se cumple®® que

Edudu + F(dudv + dvou) + Gdvdv

VEdu? + 2Fdudv + Gdv2VEdéu? + 2Fdudv + Gov?
du du (du dv  dv 5u> dv dv

cosax =

Ersss TH Gsss Tasos ) T oG08

DEM. Es trivial ya que
dt = 7,du+7T,dv
0T = 7T,0u+T,0v.
Se cumple que

s — (dz,07) (T, T,)dudu + (T, T,) (dudv + dvdu) + (T, T;,) dvév

|dz| |6z| |dz| |67

Utilizando ahora las definiciones de E, F', G, ds y ds resulta de inmediato. O
Ejemplo 2.4. Hallar el dngulo entre las curvas v =u~+1 y v =3 — u sobre la superficie
Z(u,v) = [ucosv, usen v, u?].

Tenemos que el punto interseccion es logicamente u + 1 = 3 — u, i.e. u = 1, luego
P = [cos2,sen2,1]. Por tanto los coeficientes de la primera forma que son

E =1+ 442 F =0, G =1.
Valdran en dicho punto E =5, F =0 y G = 1. Por otro lado

dv v
=1L = =-l
Aplicando la formula tendremos, tras dividir por du du numerador y denominador
Eduéu + F(duév + dvdu) + Gdvév
VEdu? + 2Fdudv + Gdv2VEéu? + 2Fdudv + Gov?
E+F(&+d)y gl
VE+2F% + G(2)2\ /B +2F & + G(2)?
5404+1-1-(—1) 2
Vb+0+1-1v54+0+1-1 3
52 A veces resulta ttil dividir por dudu, supuesto que conocemos v = h(u) y v = g(u), tenemos entonces

_ E+ F[I(uw) + g'(w)] + G (u)g' (u) '
VE +2FW (u) + G ()] VE + 2Fg (u) + Glg' (w)]?

cosax =

COS ¢

Por ejemplo para obtener el dngulo que una curva v = g(u), que pasa por (u,v), forma con la linea
coordenada v = cte. (dv/du = h'(u) = 0), es inmediato que
E+ Fg'(u) _ E+ FX
VE\E +2Fg (u) + Gg'(u)?  VEVE +2FX+ GX\?’
. s o o _ . _
Nétese por otro lado que si u = cte. (dv/du = ¢'(u) = 00), y haciendo A — oo resulta cosa = s Y

obtenemos el resultado del corolario 2.4 relativo al 4ngulo que forman las curvas coordenadas por una via
distinta.

cos o =
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Corolario 2.6. La condicion de ortogonalidad de dos direcciones sobre la superficie viene
dada por
Edudu + F(dudv + dvou) + Gdvév = 0.

Definicion 2.5. Se dice que dos familias de curvas sobre la superficie forman una red
ortogonal si en cada punto de corte se cortan con un dngulo de /2.

Proposicion 2.8. Dada una superficie regular, si dos familias de curvas sobre la superficie
satisfacen la ecuacion diferencial

Adu? + 2Bdudv + Cdv? = 0,

donde A, B y C son funciones de u y v. La condicion necesaria y suficiente para que
formen una red ortogonal es que para todo punto se cumpla

EC-2FB+GA=0,
(donde E, F y G son los coeficientes de la primera forma).
DEM. Dividiendo por dv en la ecuacién diferencial y llamando A = du/dv, tenemos que

AN +2BA 4+ C = 0. (34)
Con soluciones A1 y A2, por lo que podremos expresar

du = A\dv, ou = Agdv.
Si las curvas se cortan ortogonalmente, entonces cos o = 0, por lo que
Edudu + F(dudv + dudv) + Gdvév = 0,
que substituyendo resulta
EXi Aadvdv + F(A1dvdv + Aedvdv) + Gdvdv = 0,
como dv # 0y dv # 0, tenemos que
EMXo+ F(A1+X2)+G=0.

2B
Pero de (34) sabemos que A\jA\y = % Yy A+ A= R de donde

C 2B
E——-FZ=4+G=
TP tG=0,

de donde resulta la férmula del enunciado.
Reciprocamente si se cumple

CE —-2BF + AG =0,

dividiendo por A volvemos a la ecuacién anterior. Utilizando los valores de A1 y Ao,
multiplicando por dvdv y substituyendo du = Aidv y du = Aadw, llegamos a

Edudu + F(dudv + dudv) + Gdvév = 0,

que equivale a que cosa = 0. ]

41



2.8 Algunos tipos de superficies
2.8.1 Superficies regladas

Definicion 2.6. Se denomina superficie reglada a una superficie engendrada por una recta
(segin la direccion del vector w(u)) denominada generatriz, que se apoya en una curva
a(u) llamada directriz. Admiten la siguiente parametrizacion

T(u,v) =a(u) + v w(u),

donde a(u) y w(u) son respectivamente una curva alabeada y un vector, como hemos
senalado a la curva a(u) se la denomina curva directriz o curva base, mientras que para
un u fijo, Z(v) = vw(u) + a(u) define la recta generatriz.

Ejemplo 2.5. Los ejemplos mds simples de superficies regladas son el cilindro® (circular
a=1"b o eliptico a # b) y el cono (de vértice [a,b,c]), de ecuaciones respectivamente

Z(u,v) = [asenu,bcosu,0]+ v [0,0,1],

[a,b,c] + v [senu, cosu,d].

8|
S

<
N~—

I

Menos obvias son el hiperboloide de una hoja®*
Z(u,v) = [acosu,bsenu, 0] + v [—asenw, bcosu, c|.
La banda de Moebius® tiene de ecuaciones
ZT(u,v) = [Rsen(u), Rcos(u),0] + v [0,rsen(u/2),r cos(u/2)] .

El helicoide®® recto
Z(u,v) = (0,0, bu] + v [rcosu, rsenu, 0],

o el paraboloide hiperbdlico
T(u,v) = [u,0,0] +v [0,1,ul.

Otro ejemplo sencillo de superficie reglada es la denominada conoide recto. FEsta su-
perficie estd engendrada por una recta que se mueve paralela a un plano apoydndose en
una recta perpendicular a dicho plano guiada por una cierta curva f(v), sus ecuaciones
son

Z(u,v) = [0,0, f(u)] + v [cosu,senu, 0].

53Se dice que una superficie es no cilindrica si @' (t) # 0, V¢t € I. Es frecuente considerar |[w(t)| = 1.

51 Obsérvese que se trata de una recta que pasa por dos puntos que recorren sendas circunferencias (o
elipses), una en el plano z = 0 y otra en el z = ¢, desfasados m/2. Nétese que [cos(u+7/2),sen(u+7m/2)] =
[— sen(u), cos(u)]. Nétese que es una superficie de revolucién no parametrizada como tal.

®Se construye a partir de una circunferencia de radio r situada siempre en un plano paralelo al plano
OYZ, y cuyo centro se desplaza sobre una circunferencia de radio R, centrada en el origen, y en el plano
z = 0. De manera que si el punto de apoyo se desplaza un angulo u sobre la circunferencia de radio R, el
radio r gira u/2 alrededor de su centro. Se toma como punto inicial el (0,1,0) con el radio r vertical, los
angulos se miden todos en sentido positivo. Si tomamos v € [—1,1] la banda tiene anchura 2r.

56Unimos cada punto de la hélice [cos(u),sen(u), bu] ortogonalmente con el eje del cilindro sustentador,
evidentemente v > 0, de lo contrario se producen autointersecciones. Un ejemplo notable de dos helicoides
rectos lo tenemos en las rampas de subida y bajada en el acceso a los museos Vaticanos, obra de Giuseppe
Momo (1932).
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Si f(u) = nsenu, n € N, tenemos en particular el conoide generalizado (del caso n = 2)
de Plucker. La arista conica de Wallis es una superficie reglada su ecuacion es

Z(a,b, ¢, u,v) = [vcos(u), vsen(u), cr/a2 — b2 cos?(u)].

También son superficies regladas los cilindros generalizados, que se caracterizan porque
w(u) = [a,b,c] =Wo, y los conos generalizados que se tienen cuando ¥(u) = [a,b,c] = Py
y w(u) =7(u) — Py de ecuaciones respectivamente

T(u,v) = F(u)+vwy
Z(u,v) = Po+v (F(u) — Po),

donde los casos mds obvios aparecen cuando Y(u) es una curva plana y en consecuencia
la base es una curva plana.

Observacién 2.16. Hay que ser cuidadosos, la silla del mono® puede escribirse
Z(u,v) = [u,v,u> — 3v%u] = [u,0,u*] +v [0, 1, —3vu],

sin embargo no es una superficie reglada ya que las componentes del vector que multiplica a
v no son exclusivamente funcion de w. Tampoco resulta si tomamos u como pardmetro de la
generatriz. Silo es, sin embargo, el paraguas de Whitney de ecuacion T(u,v) = [uv,u,v?],
Yya que

Z(u,v) = [uv, u,v?] = [0,0,v%] 4+ u [v,1,0].

Ejemplo 2.6. Consideremos la curva a(u) = [sen(u),sen(u)cos(u),1] y sea [a,b,c] =
[0,0,2], variando uw € [0,27] y v € [-2,2], resultan respectivamente un cilindro y un
cono sobre®® la “curva ocho”. Andlogamente si tomamos la espiral arquimediana (t) =
[3t cos(t), 3t sen(t), 10], siendo [a,b,c] = [1,1,1], con t € [0,4x] y v € [0,2], resultan un
cilindro y un cono montados sobre una espiral.

Definicién 2.7. Dada una superficie reglada no cilindrica, llamaremos punto central’® de
la recta generatriz (para un u fijo) al punto en el que dicha generatriz corta®® la perpendic-
ular comun a ella y a una generatriz “inmediatamente proxima”. El lugar geométrico de
los puntos centrales se denomina linea de estriccién y lo notaremos como o (u), en general
es una curva alabeada.

Proposicién 2.9. Sea la superficie reglada no cilindrica T(s,v) = a(s)+v w(s), con w(s)
unitario, s su longitud de arco, entonces la linea de estriccion viene dada por

a(s) =a(s) — (@(s), w'(s)) w(s)-

Para un pardmetro arbitrario y dada la ecuacion T(u,v) = @(u) + v w(u), con w(u)
unitario, la linea de estriccion serd

(@ (u), w'(w))
(@' (), 0 (u))

57La silla del mono se generaliza Z(u, v) = [u, v, R([u + iv]™)].

58;0jo! En el caso del cono, la curva ocho “sobre” la que se encuentra no es la dada, sino obviamente la
[sin(u) + a,sin(u) cos(u) + b, 1 + |

59La razén de llamarlo punto central consiste en que la curvatura gaussiana de la superficie es la misma
si la calculamos en dos puntos equidistantes del punto central sobre la misma generatriz.

80Esta forma de introducirlo substituirfa a la més intuitiva pero incorrecta que dirfa que el punto central
es aquel en que se cortan dos generatrices infinitamente préximas, no es correcto pues dos generatrices
infinitamente préximas, aun no siendo paralelas (caso cilindrico), no tienen porqué cortarse.

o(u) =a(u) — w(u).
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DEM. Consideremos dos puntos P = @(s) y @ = P(s) + Aa(s), sobre la curva a(s), y
construyamos sobre cada uno de ellos la recta generatriz correspondiente. Los vectores
unitarios segun las direcciones de las generatrices serdn w(s) y w(s + As) = w + Aw.

Llamemos A y B respectivamente a los extremos del segmento perpendicular a ambas
generatrices, es decir A = @(s) +vw, y B = a(s + As) + (v + Av)(w + Aw).

Sea m el vector unitario en la direccién BA, y sea A = B + Aq(s) m. Tendremos
que en el cuadrilatero (no necesariamente plano) P, Q, B, A, vectorialmente se cumplira
PQ+ QA+ AB+ BP =0, es decir PQ + QA + AB = PB, luego

PB=PQ+QA+AB = vw=Aa+ (v+Av)(w+ Aw)+Agm.  (35)

Por construccién resulta que mlw, y mLl(w + Aw). Ademds (w,w) = 1, derivando
tenemos que (W', w) = 0, es decir wLlw'. Por otro lado es claro que W x (w + Aw) =
wx AW = ¢ m, donde ¢ es una constante. Hemos visto que (w,m) =0, y (w+Aw,m) = 0,
en consecuencia de (w,m) + (Aw,m) = 0, y tenemos que (Aw,m) = 0, por lo que

(hmAs_m As ) 1 m.
Dividiendo (35) por As, resultara tras reordenar, que

Aw (w+Aw) —w  Av Aq__
_ R A— Aw = 0.
As v As +As(w+ )+ As' 0
Pasando al limite cuando As — 0 tendremos (ya que Aw — 0)

A A
a'(s) +vw'(s) + ( lim AZ) w + ( lim q) m = 0.

As—0

Finalmente multiplicando escalarmente por w'(s), los dos tltimos sumandos son nulos
(@(s), w'(s))

(@'(s),w'(s))"

El punto A con coordenadas @(s) + vw es el punto central. Substituyendo el valor de v
calculado y llamando 7 (s) al lugar geométrico de todos los posibles A, tendremos

(@ (s),@'(s)) +v{@(s),W'(s)) =0 = v=-—

(a
(@'(s),
obviamente no dependen de v. En el caso de un pardmetro arbitrario sabemos que @'(s) =
o (u)u'(s), asimismo w'(s) = w'(u)u/(s). Los factores|u’(s)|? en la primera igualdad se
cancelan, o bien en la segunda a partir de v/(s) = 1/|w’(u)|, en cualquier caso queda

@)@y
. )

~
—~
V)
—
gl| &l
—~
»
SN—
S~

a(s) =a(s) +vw(s) =a(s) - w(s) = a(s) — (@(s), w'(s)) w(s)

o(u) =a(u) —
Resulta obvio, por otro lado, que la linea de estriccién esta sobre la superficie, podemos por
tanto utilizarla como directriz o linea base, sin més que despejar a(u) en (36) y substituir

en la ecuacién de la curva

Z(u,v) =a(u) + (v +vy) wW(u), con vy =
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Ejemplo 2.7. Es inmediato que el vértice de un cono es su unico punto central, en este
caso a(u) = [a,b,c]; en el caso del helicoide T(u,v) = [av cosu,avsenu,bu|, la linea de
estriccion es el eje OZ, es decir a(u) = [0,0,bu]; y en el caso del hiperboloide de una hoja
Z(u,v) = [cosu,senu, 0] + v[(—senu — cossenu), (cosu — senw), 1], la linea de estriccion
es la circunferencia o(u) = %[COS u — senu, cosu + senu, 1].

Ejercicio 2.2. Dada la banda de Moebius®! Z(u,v) = [3senu, 3 cos u + 2v cos 5, 2vsen g,
determinar su linea de estriccién.
2.8.2 Superficies desarrollables. Desarrollable tangencial

Definicién 2.8. Se dice que una superficie reglada es desarrollable®? cuando tienen plano
tangente unico a lo largo de cada generatriz.

Observacién 2.17. Hay superficies regladas que no son desarrollables. El ejemplo tipico
es el hiperboloide de una hoja. Mads adelante veremos que las superficies desarrollables
se caracterizan porque tienen curvatura gaussiana nula en todos sus puntos. Obviamente
esto no ocurrird con el hiperboloide de una hoja.

Ejemplo 2.8. Tanto el cono como el cilindro son superficies desarrollables. Menos obvias
son el helicoide desarrollable®® | de ecuaciones

T(u,v) = [acosu — avsenu,asenu + avcosu,bu + bv)

= [acosu,asenu,bu] + v [acos(u + 7/2),asen(u + 7/2),b].

Definicion 2.9. Se llama superficie desarrollable tangencial asociada a una curva alabeada
a(u) = [z(u),y(u), z(u)], a la superficie reglada que tiene de ecuacion

Z(u,v) = a(u) + v @ (u).
Es decir se trata de la superficie engendrada por las tangentes’® a una curva alabeada.
Proposiciéon 2.10. La desarrollable tangencial es una superficie desarrollable.

DEM. Si la curva directriz o soporte viene% dada en funcién del pardmetro arco a(s), la
ecuacién de la superficie serd Z(s, v) = @(s) + v t(s), tenemos entonces que T, =t +v K 7,
y también T, = ¢, por lo que se cumple

T, xT,=vk (M xt)=—vkb,

51La banda de Moebius asi construida es reglada pero no desarrollable. La verdadera banda de Moe-
bius, es decir, la construida doblando una hoja rectangular y pegando sus bordes es desarrollable por
construccién, pero su parametrizacion no es trivial.

52Una definicién clésica y equivalente a la dada es: “Se dice que una superficie es desarrollable cuando
estd constituida por el conjunto de las tangentes a una linea alabeada”, esa linea alabeada se denomina
arista de retroceso de la superficie desarrollable. Nétese que toda desarrollable reglada, aunque no este
parametrizada como reglada. El ejemplo tipico es el hiberboloide una hoja Z(u,v) = [u—v,u+v, u? — v2].

53Una cinta de papel matamoscas. Nétese la pendiente hacia el interior (que puede ser hacia el exterior
si el segundo sumando vale [— sen(u), cos(u), —b], con a, b > 0) a diferencia de lo que ocurre con el helicoide
recto.

54Del mismo modo podriamos considerar la superficie engendrada por la normal o por la binormal, serfan
obviamente regladas pero, curiosamente, no siempre desarrollables.

55No es esencial esta suposicién pues si suponemos que T(u, v) aparecerfa simplemente un factor escalar
que no alteraria en nada el resultado.
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para cualquier valor de v. Por tanto N = b 6 N = —b, para cualquier v, en consecuencia
el plano tangente a lo largo de una generatriz coincide con el plano osculador del punto
sobre la curva que corresponde a dicha generatriz.

Evidentemente otra manera de definir la desarrollable tangencial es como la superficie
envolvente de los planos osculadores de la curva. ]

Observacion 2.18. Los cilindros, conos y desarrollables tangenciales (el helicoide desar-
rollable es la desarrollable tangencial de la hélice circular), se llaman superficies desarrol-
lables porque la superficie es extensible sobre el plano.

El helicoide desarrollable se obtiene recortando una corona circular de papel y comu-
nicado el orificio interior con el exterior mediante un corte, alabeando luego la corona
colocdndola sobre una hélice circular situada sobre un cilindro. Conectando entre si varias
de estas tiras resulta el helicoide desarrollable.

Reciprocamente se puede obtener una superficie desarrollable plegando un plano, sin
dilatarlo ni contraerlo. Los ejemplos tipicos son el cono y el cilindro.

Observacién 2.19. Las superficies desarrollables (K = 0 en todos% sus puntos) resultan
siempre engendradas por rectas (pdg. 82 [14]) ya que hemos visto que son cilindros, conos
o desarrollables tangenciales, es decir son siempre superficies regladas. Recuérdese que
hay superficies regladas que no son desarrollables tales como el paraboloide hiperbdlico o
el hiperboloide de una hoja.

2.8.3 Superficies de revolucion

Definicion 2.10. Se denomina superficie de revolucion a la superficie engendrada por
una curva que gira alrededor de una recta denominada eje de revolucion.

Observacién 2.20. Podemos suponer® que la curva estd situada en un plano que contiene
al eje sin cortarlo. También supondremos que la curva no tiene puntos multiplessd

Definicion 2.11. Se denomina parametrizacion estandar de una superficie de revolucion
a la que tiene por ecuaciones

T(u,v) = [A(u) cos v, A(u) sen v, u(u)], (37)

o cualquier permutacion de sus componentes, siendo [A(u), u(u)] una curva, que para la
expresion (37) esta en el plano OXZ 6 el OYZ, y se hace girar alrededor el eje OZ (en el
primer caso A(u) = x1(u) en el segundo A(u) = z2(u)).

56En realidad el teorema topolégicamente correcto ver [9] pag. 54, dirfa: Una superficie cerrada y conexa
es desarrollable, si y solo si, su curvatura de Gauss es idénticamente nula. Podriamos construir superficies
no regladas con curvatura gaussiana nula —ver pag. 80 de [10]- pero fallaria alguna de esas dos condiciones
5"Nada se opone a que podamos considerar curvas alabeadas girando en torno a algin eje. Por ejemplo
si dicho eje fuera el OZ y la curva tuviera de ecuacion T(t) = [z1(t), z2(t), z3(t)], la superficie de revolucién

serfa Z(t, v) \/acl —|— xg 2 cosw, \/:r1 2 4 :cg (t)?senwv asg( )] Analogamente si giramos en torno al
eje OX tendriamos m(t v) sV T2(t)? 4+ 23(t)% cos v, \/z2(t)? + x3(t)? sen v, x3(t)], o bien en torno al
eje QY, resultaria y(t,v) = [ ( )2+ x3( )2 cos v, xz(t), x1(t ) + x3(t ) sen v].

58Podemos igualmente prescindir de esta condicién, aunque obviamente las superficies engendradas
tendran singularidades debidas a puntos multiples.
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Observacion 2.21. Vimos al principio que dada una curva alabeada en el plano [z1(u), x2(u)]
st la situamos en el plano OXY y la hacemos girar alrededor del eje OX resulta la superficie
T(u,v) = [x1(u), z2(u) cosv, zo(u) senv|, y si la hacemos girar alrededor de OY resultard
Z(u,v) = [z1(u) cosv, xa(u), z1(u) senv).

Ejemplo 2.9. El cilindro, el cono, la esfera, el toro, el elipsoide de revolucion, el paraboloide
de revolucion, la superficie del ocho, etc,.

Para concretar consideremos el toro, que puede considerarse engendrado por una cir-
cunferencia [r cosu+ R, rsenu+ R| al girar alrededor por ejemplo del eje OY, supondremos
que R > r. Tendremos segin hemos senalado

T(u,v) = [(rcosu+ R)cosv,rsenu + R, (rcosu + R)senv.

Proposicién 2.11. Sea Z(t) una curva alabeada, y sea Y(t) = [at+ xo, bt +yo, ct + z0] una
recta dada. Entonces la superficie de revolucion engendrada por T(t) al girar en torno a
dicha recta, tiene de ecuacion

(@(t) — P, ) 1(@(t) —Pp) * 7|
[o]? ol

Z(t,u) =Py + (cosu Wy + senu wWs),

con t € [to,t1] y u € [0,2x], siendo Dy = [0, Y0, 20] Y U = [a,b, c], los vectores Wy y Wy son
unitarios, fijos, perpendiculares entre si, y ambos ortogonales a U, pero cumpliendo esas
restricciones pueden ser cualesquiera.

DEM. Consideremos un punto Z(t) genérico de la curva, si a es el dngulo que forma el
vector ZT(t) — Py con dicha recta, tendremos que la distancia de ese punto al eje serd

) = [a(t) - ol sena = fa(e) ~ ol L2 PO

|(Z(t) —Po) x 7]
ol '

Vamos a calcular ahora el vector de posicién del pie de la perpendicular del punto Z(t)
a la recta. En lo que sigue notaremos Z(t) = P;, P serd un punto arbitrario de la recta,
llamaremos P* al pie de la perpendicular, O es el origen y obviamente Py = p,. Se
verificard PyP = \U, se cumple

PiP=P P+ PyP =P, P+ Mv.

Tendremos que

<P1P, P1P> = <P1P(] + v, PLPy + >\U>
= [PiRo|* + 2XM(Pi Py, v) + X*[0]?,

si multiplicamos y dividimos el segundo sumando por || y sumamos y restamos ({Py Py, v)/[7])?,
quedara

o, I
55 55 PP PP - PP
(PP = NP+ o 0L +<< ! °’U>) + PP - (< : °’U>>

0] 0] gl
— 2 —_— 2
<|U‘)\+<P1P0,U>) +|_P1_P0|2—(<P1PO’U>>

ol ol
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La anterior expresién nos da la distancia al cuadrado de P; a un punto arbitrario P sobre
la recta, depende de A, y alcanza su valor minimo si el segmento que une el eje y el punto
es perpendicular al eje, esto sucede obviamente cuando el contenido del primer paréntesis
es nulo, es decir cuando \ toma el valor

O (PR, v) _ (PoPr,v)
ik o2

En consecuencia

(PoPr,v) _
]2

OP* =0Py+ PyP*=0PRy+ Nt =D, +

Resulta inmediato que la superficie sera

Z(t,u) = OP*+d(t) (cosu w; + senu W)

- <x(t)‘;’ fm@@ L @) —’vzro) x 1l

(cosu W1 + senu wWa).

Los vectores ortonormales w; y w2 pueden tener direcciones arbitrarias siempre que ambos
sean ortogonales a v. O

2.8.4 Superficie tubular

Definicién 2.12. Dada una curva alabeada @(t), de curvatura no nula, llamaremos su-
perficie tubular de radio r engendrada por ella, a la superficie

Z(t,u) = a(t) + r (cos(u) n(t) + sen(u) b(t)),

donde n(t) y b(t) son la normal y binormal respectivamente del triedro de Frenet asociado
a la curva a(t).

Ejemplo 2.10. Si consideramos la circunferencia a(t) = [Rcost, Rsent,0], situada en
el plano OXY y de radio R, entonces b(t) = [0,0,1] y m(t) = [—cost, —sent,0], y la
superficie tubular correspondiente serd

ZT(t,u) = [cost(R — rcosu),sent(R — rcosu),rsen(u)l,

que obviamente es un toro (resulta inmediato que dicho toro también se obtiene si hacemos
girar en torno al eje OZ, la circunferencia y(u) = [R — r cosu, 0,7 senwul).

Observaciéon 2.22. Recordemos que si para un cierto t la curvatura de flexion de una
curva alabeada se anula —caso de una recta— los vectores ni(t) y b(t) se anulan®®, y para
ciertas curvas con puntos donde esto ocurre pueden obtenerse superficies tubulares mno
deseadas. Un ejemplo puede ser la superficie tubular engendrada a partir de la curva
alabeada Z(t) = [sen(t) cos(t),cos(t),t] ent = m/2.

%90 no estan bien definidos, no olvidemos que @ = 7" (s)/|Z"(s)| y b=t x 7.

48



2.8.5 Superficies de traslacion

Definicién 2.13. Dada una curva alabeada a(u) = (o1 (u), ao(u), as(u)], que llamaremos
directriz, y otra curva alabeada B(v) = [B1(v), B2(v), B3(v)], que denominaremos gener-
atriz, (supondremos para visualizarla mejor que ambas curvas se cortan™ en un punto
Py = (z0,90,20) = a(ug) = B(vo)). Llamaremos superficie de traslacion a la superficie
constituida por todas las curvas que se obtienen al trasladar la curva B(v) paralelamente
a si misma segin la curva a(u).

Proposiciéon 2.12. Las ecuaciones de la superficie de traslacion vienen dadas por
z(u,v) = a(u) + B(v) — B(vo).-
DEM. Trivial O

Ejemplo 2.11. Los ejemplos mds claros se consiguen con curvas alabeadas planas: un par
de superficies de traslacion, diferentes a pesar de la aparente similitud en su generacion
(pardbola + circunferencia) son

2

Z(u,v) = [u%,0,u]+ [0,senv,cos(v)] —[0,0,1]
Z(u,v) = [u%0,u] + [senwv,cos(v),0] — [0,1,0]
con v € [0,27] y u € [—1,1]. Otros ejemplos sencillos son
T(u,v) = [u,u®,u] + [v,0,07],
Z(u,v) = [u,u?, 0]+ [senwv,cos(v),v],

con (u,v) € [-3,3] x[—1,1] y (u,v) € [-3,3] x[0, 27| respectivamente. Algunas superficies
tubulares son casos particulares de superficies de traslacion,

ZT(u,v) = [sin(u), cos(u), 0] + [sin(v), cos(v), 3v],

con u € [0,27], v € [0, 27].

2.9 Envolvente de una familia de superficies

Definicién 2.14. Consideremos la familia uniparamétrica de superficies F(x,y, z, i) = 0.
Si en una cierta region del espacio las ecuaciones

F(x,y,2,u1) =0, F;i(xayﬂz7ﬂ):0

representan una curva C), —tengamos en cuenta que bajo ciertas condiciones la interseccion
de dos superficies es una curva— Dicha curva recibe el nombre de curva caracteristica de
la superficie F(x,y, z, uo) = 0.

Si variamos p, las curvas caracteristicas C, engendran una superficie S, esta superficie
S (excluidos los puntos singulares de las superficies de la familia) recibe el nombre de
envolvente de la familia de superficies.

"Esta condicién no es estrictamente necesaria, comprobarlo con el ejemplo que citamos si se elimina el
—1.
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De modo andlogo si en una cierta region del espacio las ecuaciones

F(z,y,z,p) =0,  F,(z,y,2,p) =0,  F(z,y,z,1) =0,

permitir determinar un punto Py, lo que puede ocurrir o no, para cada valor p = pg
dicho punto recibe el nombre de punto caracteristico de la superficie F(x,y,z, uo) = 0.
Al lugar geométrico de los puntos caracteristicos se le denomina arista de retroceso de la
envolvente.

Observacién 2.23. Por tanto el cdlculo de la ecuacion implicita de la envolvente se
reduce a eliminar u entre las ecuaciones

F(z,y,2z,p) =0, F;/;(xvyaznu) = 0.

Ejemplo 2.12. Supongamos dada una curva alabeada, y con ella su familia uniparamétrica
de planos osculadores. La envolvente de dicha familia, si es que existe, es la superficie
reglada desarrollable tangencial correspondiente. Las curvas caracteristicas son las rec-
tas generatrices, los puntos caracteristicos son los puntos sobre la curva y la arista de
retroceso’*, al igual que la linea de esctriccion, es la propia curva alabeada.

Ejemplo 2.13. Dada una curva alabeada @(t), podriamos definir la superficie del toro
anteriormente descrita, como la envolvente de un conjunto infinito de esferas de radio
constante r, cuyo centro se desplazara sobre una circunferencia de radio R > r. La curva
caracteristica —para cada valor del pardmetro— es cada una de las circunferencias. Su
envolvente es el toro y no hay arista de retroceso.

Ejemplo 2.14. Supongamos dada una curva alabeada, y con ella su familia uniparamétrica
de planos normales. Las curvas caracteristicas son paralelas a las binormales y pasan por
los centros de curvatura de la curva. La arista de retroceso es el lugar geométrico del
centro de las esferas osculatrices.

Observacién 2.24. Si consideramos una familia uniparamétrica de planos (OX,a(u)) +
b(u) = 0. Donde como sabemos OX = T es el vector de posicion de un punto del plano,
a(u) es el vector que une cada plano con el origen y b(u) es una constante (una vez elegido
w). La recta caracteristica se calcula™, cuando exista, resolviendo

(z,a(u)) + b(u) =0, (z,a (u)) + V' (u) = 0. (38)

La ecuacion de la envolvente se obtendrd eliminando w en (38). El lugar geométrico de
los puntos caracteristicos o arista de retroceso se determina a partir

(Z,a(u)) +b(u) =

T
S
—~
<
=
_|_
S
=
Il

poniendo T en funcion de un solo pardmetro.

"'La eleccién de este nombre estd perfectamente justificada. La superficie desarrollable tangen-
cial presenta un borde afilado a lo largo de dicha arista, ver pags. 77 y 78 de [14]. Representar
T(t,u) = [cos(t) — usen(t),sen(t) + ucos(t),t +ul, t € [0,27], u € [—1,1]. Para u = 0 tenemos la arista de
retroceso.

"2 Aplicando Rolle como en la obtencién del plano osculador que pasa por tres puntos consecutivos.
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Ejemplo 2.15. Dada la familia uniparamétrica de planos u® — 3u?x + 3uy — 2z = 0. Se
pide i) Determinar la arista de retroceso de la envolvente de la familia; ii) Calcular dicha
envolvente; i) Comprobar que la familia de planos osculadores asociada a la arista de
retroceso es justamente la familia uniparamétrica dada. Veamos:

i) Derivamos u — 3ux + 3uy — z = 0 respecto de u y queda 3u®> — 6ur + 3y = 0.
Volvemos a derivar respecto de u y tenemos 6u — 6x = 0 luego x = u. Substituyendo
en la primera derivada resulta 3u® — 6u® + 3y = 0, de donde y = u?. Finalmente de
la ecuacién dada obtenemos u® — 3u® + 3u® — 2 = 0, por tanto z = u?. La arista de
retroceso pedida es la curva

7(u) = [u,u?, u?).

it) La envolvente es la desarrollable tangencial de la arista de retroceso, que serd la
superficie, obviamente reglada,

T(w,v) = Ylu) +v 7 (u)
[u, u?, u®] + v[1, 2u, 3u%] = [u+ v, u? + 2uv, u® + 3vu?]

i11) Comprobacion. Veamos que la familia de planos osculadores de la arista de retroceso
es justamente la familia de planos dada. En efecto, teniendo en cuenta que J'(u) =
0,2, 6u], resulta que los planos osculadores son

r—u y—u® z—ud
1 2u 3u? =0 = 3u2x—u3—3uy+z:0.
0 2 6u

Ejercicio 2.3. Hallar la envolvente y la arista de retroceso de la familia uniparamétrica
de planos 18az + y — 6az — 3a* = 0.

2.10 Curvatura normal. Segunda Forma cuadratica fundamental. Di-
recciones asintéticas.

Observacién 2.25. Para definir y estudiar la curvatura de una superficie en un cierto
punto P, consideraremos el haz de planos definido por N, la normal a la superficie en P.
Ese haz de planos al cortar a la superficie genera una familia de curvas que pasan por
P. FEsas curvas asi construidas se denominan secciones normales de la superficie en P.
Del estudio de la curvatura de flexion de esas secciones normales deduciremos importantes
consecuencias sobre la superficie.

Antes de abordar ese estudio introduciremos el concepto de curvatura normal en un
punto P aplicable a cualquier curva, que no tiene porqué ser seccion normal, contenida en
la superficie y que pase por P.

Consideremos una curva sobre una superficie dada, supongamos que dicha curva pasa
por el punto P con tangente t, normal T y vector de curvatura ®. Sabemos que nece-
sariamente la tangente a la curva ha de estar contenida en el plano tangente, es decir
(t,N) = 0. Sin embargo la normal a la curva @ no tiene porqué estar en dicho plano.

Sabemos que el vector curvatura ® tiene la direccion de m. Podemos proyectar el vector
curvatura &, sobre el plano tangente a la superficie y en la direccion de N. Denominaremos
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Rt Y Rn, Tespectivamente’ a las respectivas componentes, con lo que podemos escribir
— -/ — —
R=1(s) =Fn + F.

Definicion 2.15. Llamaremos curvatura normal de una curva respecto de la superficie

que la contiene en P, al escalar k,, que aparece al escribir B, = k,N. FEs claro que
kn = (N,Rp).

Definicion 2.16. Fijado un punto de una superficie. Llamamos seccion normal a cual-
quiera de las curvas que resultan al cortar la superficie por uno de los planos del haz
determinado por el vector N en el punto dado. Se hablard de la seccion normal en una
direccion dada \ = dv/du, o p = du/dv, a la curva que resulta de cortar la superficie por
el plano del haz que contiene a la tangente a la superficie en dicha direccion.

Observacion 2.26. Recordemos que dada una curva sobre la superficie mediante la ecuacion
o(u,v) =0, derivando tenemos que la pendiente (respecto del “eje” v = cte. que pasa por
el punto de que se trate) de la tangente a dicha curva viene dada por

En otras palabras conocer \ es como tener definida una direccion sobre la superficie. Ob-
viamente si ademds damos un punto P, queda fijada la seccion normal sobre la superficie.

Observacién 2.27. Notese que la curvatura de una seccion normal en el punto P =
(ug,vo) donde calculamos el vector N tiene componente tangencial nula, debido a que para
las secciones normales se cumple @ = N, ya que las secciones normales son curvas planas
contenidas en el haz definido por N, por tanto para ellas la curvatura normal coincide con
la curvatura de flexion, es decir k = Ky,.

Esto no quiere decir que en otro punto de la seccion normal diferente al (ug,vo), los
vectores N y m tengan la misma direccion. La férmula (39) nos proporciona la curvatura
en (ug,vo) para las diferentes secciones normales y la curvatura normal para otras curvas
que pasando por el punto no sean secciones normales.

Definicion 2.17. Llamaremos

/ -/

€= —<1’;,N;>, 2f = _Kfi]vN:) + <§;7Nv>}v g = _<§;7Nv>'

Proposiciéon 2.13. Sea A = d—v la pendiente de la tangente a la curva dada v = v(u)

sobre la superficie T(u,v) en el punto P, entonces se cumple que la curvatura normal en
dicha direccion vale

e+ 2fA+gA\?
T B oA+ GAZ (39)

"k; recibe el nombre de curvatura tangencial o geodésica. Las geodésicas se definen como aquellas

curvas sobre la superficie a lo largo de las cuales la curvatura tangencial es nula. Més adelante probaremos
que las geodésicas son también las curvas més cortas que unen dos puntos cualquiera de una superficie
dada.
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DEM. Hemos sefialado que £ L N. Por lo que (N, #) = 0. Derivando esta expresién respecto
de s obtenemos o -
dN — dt

<787E> + <N7 d$> =0,

dt —
substituyendo s K = Ry, + Ky, resulta al ser K, LN, que
S

dN _ — dN _
T N 7TL K = \75 > n — Y.
<d8,t>+< , (Fn 4+ Re)) (ds t)+kn =0
Luego
_dN dz dN
Kp = _<t7£>__<£a£>
_ {dz,dN)  ((@du+Tydv), (N,du + N,dv))
N ds?2 Edu? + 2Fdudv + Gdv?

(=@, Ny)du? + (=7, N,) + (71, N,,)|dudv + (-, N, )dv*

u?

Edu? + 2Fdudv + Gdv?

e+ 2fA\+ g\?
E+2F)\+ G)\2°

d
Hemos dividido por du? numerador y denominador y substituido A\ = d—v, y utilizado la
u

definicién previa de e, f y g. O

Observacion 2.28. Si hacemos A =0 en

B e+ 2f X+ g\?
T B oA+ GA2’

dv
lo que equivale a considerar = 0 y por tanto v = cte. Estamos calculando la curvatura
U

normal en la direccion de la curva coordenada v = cte., y obtenemos Kk, = e/E. Por

du
otro lado si hacemos A = oo, es decir y = o 0, tenemos u = cte., y obtenemos la
v

curvatura normal en dicha direccion, y resulta entonces k, = g/G. No debe confundirse
esta curvatura con la curvatura de la propia curva paramétrica en el punto (identidad que
solo ocurriria si la curva paramétrica fuera a su vez seccion normal).

Para averiguar, dado un valor de X\, cual es el dngulo que forma dicha direccion con
la curva coordenada v = cte. hay™ que recurrir a las formulas de la parte inferior de la
pdgina 40.

"En ocasiones es necesario convertir una “direccién” tomada sobre el plano tangente, a partir de un
escalar como A = dv/du, o = du/dv, en un vector tridimensional o viceversa. Obviamente es sencillo
si tenemos en cuenta que (du,dv) son las coordenadas respecto de los vectores direccionales T, y T, de
cualquier direccién dT tomada sobre el plano tangente, ya que dT = ¥, du + Z, dv. Por tanto, dado un
vector situado sobre el plano tangente, por ejemplo w, siempre se podra escribir como w = o T, + 8 T,
podremos obtener los valores oy 8y con ellos obtener la direccién A = 3/a o la u = a/3, segin interese,
buscada. Reciprocamente, dada una direccién A = ma/m1 o p = mi/ma, el vector en esa direccién
corresponderd a U = m1 T, + ma=,. En el caso de que a = 0, habriamos de trabajar obligadamente con la
direccién p = du/dv. Si se diera el caso de que 8 = 0, tendriamos que hacerlo con A = dv/du.
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Corolario 2.7. Podemos obtener también e, f, g mediante:

e=@,N), f=@a@ . N), g={a,N).

uu? uv? VU

DEM. A partir de las ecuaciones:
(T, N) =0, (T, N) = 0.

Basta simplemente con derivar respecto de u y v la primera y la segunda y cualquiera de
ellas respecto de la variable que no este derivada . En efecto derivando tenemos

(@0 N)+ (@, Ny =0 = (@, N,) = (@h,, N)

uu?
(@l N) + (T, Ny =0 = —(@,,N,) = (@, N).
Luego
e= (', N), g=@" N).

uu VU

Del mismo modo derivando (N, Z,) respecto de v y analogamente (N,T,) respecto de u y
sumando se tiene que

(T N) + (@, Ny) = 0
(@t N) + (T, Ny) = 0
—(@ Ny) + (@, N, = (@ N) + (T, N)
= 2<EZU7N>:2JC'

Es decir f = (z!,, N). Utilizando este resultado y la primera ecuacién anterior, resulta
que f = —(z),,N,), andlogamente de la segunda f = —(z,, N,). Hemos obtenido como
subproducto otra manera de obtener f, i.e.

f=—(@,N,) = (@, N,).

[}

Ejemplo 2.16. Los coeficientes e, f, g son:

i) e=f=0yg=ab/\/a%+ (b2 — a?)cos? v, para el cilindro T(u,v) = [acos v, bsinv, u].
i) e=r, f=01yg=rcos’u, para la esfera T(u,v) = [r cosu cos v, r cosusin v, rsinu).
i) e=f=0yg=au/Va®+1, para el cono T(u,v) = [ucos(v),usin(v), au].

w) e=f=0,yg=au/\2, para el helicoide desarrollable T(u,v) = [a cos v—ausin v, asin v+
au cos v, a(u + v)].

Definicion 2.18. Se denomina sequnda forma fundamental a la forma cuadrdtica

edu® + 2fdudv + gdv* = (du, dv) < ; g ) < ZZ >

A weces se denota como I1(du, dv) = edu® + 2 fdudv + gdv? o simplemente como II.
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Definicion 2.19. Llamaremos direcciones asintdticas en un punto dado P de una super-
ficie T(u,v), a aquellas direcciones \ para las se cumpla™

e+2fA+ g\ =0.

Observacién 2.29. La anterior igualdad se da por ejemplo (aunque no solo en ese caso™

) cuando hay rectas sobre la superficie que pasan por el punto en cuestion, ya que en esas
direcciones k = 0 y por tanto Kk, = 0. Intuitivamente son las direcciones a lo largo de las
cuales la superficie se curva menos. Por ejemplo las generatrices de un cilindro o un cono
o de cualquier otra superficie reglada.

Definicion 2.20. Se denominan curvas o lineas asintdticas a las envolventes de las di-
recciones asintoticas en cada punto. Dicho en otras palabras: son aquellas curvas cuyas
tangentes en cada punto coinciden con las direcciones asintoticas a la superficie en ese
punto.

Definicién 2.21. De la ecuacion e + 2f\ + gA\? = 0, resulta que

) — —2f:t\/4f2—4eg: —fE\/f2—eg
; )

29

Observamos que eg — f2 es el discriminante de la anterior ecuacion cambiado de signo.
Del estudio del signo de eg — f? resulta una clasificacion de los puntos de la superficie:

i) Punto eliptico si f> —eg < 0 (no hay direcciones asintéticas)
i) Punto parabdlico si f> —eg =0 (hay una direccion asintética).
iii) Punto hiperbdlico si f2 —eg > 0 (hay dos direcciones asintdticas).

Observacién 2.30. FEl vector &, tiene la direccion del vector normal N a la superficie.
Elegido un sentido para N, el vector &, tendrd el sentido de N si k, > 0 y el opuesto
st kp < 0. Como el denominador de (39) siempre es positivo, el signo de Kk, dependerd
solamente del signo de la sequnda forma cuadrdtica.

En el caso i) la superficie esta siempre del mismo lado que el plano tangente y no
hay direcciones asintdticas (aquellas para las que kn(A) = 0), ( es el caso, por ejemplo,
del plano tangente a un elipsoide o una esfera. En el caso ii), si suponemos que e, f y
g no se anulan simultaneamente, entonces la forma cuadrdtica es semidefinida, hay una
sola raiz-direccion en la que k,(X) = 0, en las restantes se comporta como punto eliptico
(es el caso del plano tangente a un cilindro). Si eg — f2 < 0, entonces la sequnda forma
cuadrdtica es indefinida, por tanto no conserva el signo y hay dos direcciones para las que
kn(A) = 0. La superficie estard parte en un lado, parte en otro del plano tangente (plano
tangente en un punto silla).

Ejemplo 2.17. Consideremos el toro. Un sencillo cdlculo nos mostraria que posee las tres
clases de puntos. Los puntos de las circunferencias inferior y superior de radio R paralelas
a la circunferencia guia son parabdlicos y dividen entre ambas al toro en dos regiones, los
puntos de la zona de la perforacion son hiperbdlicos y los de la region exterior elipticos.

"0 bien eu® + 2fp + g = 0, para el caso en que g = f = 0.
"6Un punto hiperbélico del toro presenta dos direcciones asintéticas que no son rectas: las direcciones
que marcan las asintotas de la hipérbola de Dupin.
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2.11 Teorema de Meusnier

Proposicion 2.14. Todas las curvas que pasan por un punto dado P y tienen en ese
punto la misma tangente tienen el mismo vector curvatura normal (aunque obviamente no
tengan porqué tener la misma curvatura de flexion).

DEM. Es evidente que los coeficientes e, f,g y E, F, G son constantes en P. Consideremos
ahora la ecuacién (39), observamos que el miembro de la derecha, para un punto fijo P,
solo depende de A. Por tanto k,(\) tomara el mismo valor para dos curvas que tenga el

v
mismo valor A = T en el punto P. Lo que equivale a decir que todas las curvas que
U

pasando por P tienen la misma tangente poseen la misma curvatura normal. ]

Corolario 2.8. (Teorema de Meusnier) El radio de curvatura R de una curva I' en una
direccion no asintotica de P, es la proyeccion sobre la normal a la curva T' del radio de
curvatura Ry, de la seccion normal correspondiente a la tangente a I' en P. Lo que puede
expresarse como

R, cosp =R,

donde ¢ es el dngulo que forman N yn, 0 < ¢ < /2.

DEM. Dado el punto P y la direccién A marcada por I'. Consideremos la seccién normal
correspondiente a dicha direccién. Si ¢ es el d4ngulo que para la curva I' forman 7 y N
tendremos que

kn = (K, N) = Kcos p

Utilizando los radios de curvatura en vez de la curvatura tenemos que

1
R, = Ecosw — R = R, cosyp.

Una formulacién diferente, pero obviamente equivalente es la siguiente.

Proposicion 2.15. Si se considera el haz de planos que pasa por la tangente a una
superficie en una direccion no asintotica, los circulos osculadores de las curvas que resultan
de la interseccion con la superficie estdn sobre una esfera.

Por dltimo veamos una forma sencilla de obtener el haz normal en un punto de la
superficie.

Proposicién 2.16. (Obtencion del haz normal)

Si {€1(uo, vo), €2(up, vo), N (ug,v0)} es el triedro que resulta de ortonormalizar el triedro
mdovil {T,,(uo, vo), T, (ug, vo), N (ug, vo)}, correspondiente a la superficie T(u,v) en el punto
(up, vp), entonces la expresion paramétrica de cualquier plano del haz normal viene dada

por
y(p, g, uo, vo, 0) = T(uo, vo) + pN (ug, vo) + ¢ [€1(uo, vo) cos 6 + €2 (ug, vo) sin ] .

DEM. Resulta inmediato si consideramos un plano que pasa por el punto Z(ug,vo) y
contiene al vector N(ug,vg) y a un vector unitario, variable con 6, situado en el plano
tangente y con el origen de dngulos segin €1, es decir T, (ug,vp), y que no es otro que
él(uO,Uo) COSQ—FEQ(U(),U()) sin 6. L]
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2.12 Direcciones principales. Lineas de curvatura.

Definicion 2.22. Se denominan direcciones principales aquellas en que la curvatura nor-
mal es mdxima o minima. Los valores que alcanza la curvatura en esas direcciones se
denominan curvaturas principales.

Proposicion 2.17. Las direcciones en que la curvatura normal es mdxima y minima se
obtienen de resolver la ecuacion de seqgundo grado en A

A2 1
E F G|=0.
e f g

DEM. Partiendo de la ecuacion

e+ 2f A+ g\?
.= . i

T B 2FA+ G (40)

Derivamos respecto de A y resulta
(E +2FX+ GA?)[2f + 29)] — (e + 2f X + g \?)[2F 4+ 2G| = 0.
De donde
fHgh e+ 2fA+g)\? (1)
F+GX  E+2FX+GN
Por otro lado es obvio que
e+2fA+g\* = (e+ fN)+Af+g)N
E+2FA+GN = (E+F)N) +MF+G)),
luego podemos reescribir (40) como
(V) = e+ fAN)+Af+9N)
" (E4+ FX) 4+ AMF+GX\)

Llamando

A = e+2fA+g)\?

B = E+2FA+G)\

C = f+gX

D = F+GA
Resulta que a partir de (40) y (41) tenemos

L _A_C_ic_A-xc
"B D AD B-AD’
Es decir P L
_ gr _ €
"TFYGN T E+FXN (42)

de donde

(e+ fA)(F+GX) = (f+g\)(E+FN),
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por tanto
eF 4+ eG\+ fEN+ fGN2 = fE + fFA+ gEX + gF )\,

que podemos escribir como
NgF — fG] 4+ AgE — eG) + [fE — eF] = 0, (43)
que finalmente se memoriza mejor igualando a cero el determinante
A1
E F G |=0. (44)
e [ g

O

Observacion 2.31. Substituyendo en (42) los valores A1 y A2, calculados resolviendo la
anterior ecuacion de seqgundo grado, obtenemos las curvaturas normales mazrima y minima,
K1 ¥ ke. Para este cdlculo sin embargo utilizaremos un método mds comodo en la siguiente
seccion.

Definicion 2.23. Se denominan lineas de curvatura de una superficie a toda curva sobre
la superficie tal que en cada punto su tangente tiene la direccion de una direccion principal.

Teorema 2.1. Las lineas de curvatura forman una red ortogonal.

DEM. Para probarlo basta comprobar que satisfacen la ecuacién probada’ en la proposicién
2.8
EC -2FB+GA=0.

Siendo E, G y F' los coeficientes de la primera forma, y A, B y C los coeficientes de la
ecuaciéon diferencial que satisfacen las curvas a estudiar

Adu® + 2Bdudv 4+ Cdv® = 0.
En este caso, a partir de (43), haciendo A = dv/du, resulta
[gF — fG] dv® + [gE — €G] dudv + [fE — eF] du® = 0,

es decir
C =[gF — fq], 2B = [gF — e(], A=|[fE — eF].
Evaluemos GA — 2BF + CFE, tenemos
[fE —eF| G —[gF —eG]) F+ [¢gF — fG] E =
fEG —eFG — gFEF +eGF + gFE — fGE = 0.

Luego efectivamente las lineas de curvatura son ortogonales. O

Observacién 2.32. Consecuencia inmediata del anterior teorema es que conocida A1, la
direccion Ao es obviamente perpendicular a ella, o viceversa. Luego basta con conocer una
de ellas.

A B c
"Esto es > | < una regla nemotécnica.
E F G
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Ejemplo 2.18. Dado el hiperboloide de una hoja
Z(t,w) = [cos(t) — wsen(t),sen(t) + w cos(t), w],
y el punto [2,—1,2] correspondiente a los valores t = 37/2 y w = 2. Se pide:

i) Calcular en dicho punto las direcciones principales y las asintdticas asi como los
vectores tridimensionales asociados con ellas.

it) Dada la curva w = 2 — cos(t) sobre la superficie, que pasa por el punto [2,—1,2],
para t = 37/2. Se pide calcular la curvatura normal en la direccion de su tangente
en dicho punto.

SOLUCION.

i) En primer lugar tenemos que

7, = [—sen(t) — wcos(t),cos(t) — wsen(t), 0], z,, = [—sen(t), cos(t), 1],

cos(t) — wsen(t) sen(t)+ wcos(t) —w ]
Vit2w? T Vi+2w? V142w

Resulta inmediato que en t = 37/2 y w = 2, se tiene que 7}(37/2,2) = [1,2,0] y

7.,(37/2,2) = [1,0, 1], mientras que N (37/2,2) = [2/3,-1/3,—-2/3].

Asimismo, en el punto, E =5, FF =1y G = 2; por otro lado e = =5/3, f = —1/3 y

g = 0. Las direcciones principales se obtienen resolviendo

M=

Ao-a 1 D | 5 10
E F G|=0 = 5 1 2|=0 = §A2+§>\:0.
e f g -5/3 —-1/3 0
Obtenemos A\; = 0 y A2 = —5, que nos conducen a los vectores
w; = [1,2,0]4+0-[1,0,1] =[1,2,0],
wy = [1,2,0]+ (=5)-[1,0,1] = [—4,2,-5].

De modo analogo a partir de

5 2
en’ +2futg=0 = —gp'—u=0,
obtenemos p1 = 0y ua = —2/5, que nos llevan a los vectores

@ = 0-[1,2,0]+[1,0,1] = [1,0,1],
3 —4

-, —, 1].
5 5

-2
ay = ?-[1,2,0]4-[1,0,1] =

ii) Resulta inmediato que la curva tras substituir en w = 2 — cos(¢) en la superficie nos
da

y(t) = [cos(t) — (2 — cos(t)) sen(t),sen(t) + (2 — cos(t)) cos(t), 2 — cos(t)].
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En ¢t = 37/2, tenemos el punto [2,—1,2] y pasa por el punto donde tenemos la
primera y la segunda forma calculada. Su derivada es

7 (t) = [—sen(t) — sen(t)? — (2 — cos(t)) cos(t),
cos(t) + cos(t) sen(t) — (2 — cos(t)) sen(t), sen(t)]

La derivada particularizada en t = 3m/2, nos proporciona el vector [0,2,—1] (que
no es preciso normalizar). Ahora debemos proceder en forma reciproca a como
lo hicimos més arriba, a partir de este vector que sabemos situado sobre el plano
tangente, debemos obtener su “direcciéon”. Para calcular la direccién, planteamos el
sistema vectorial

0,2, —1] :fg(%”,z) n +f§1,(3§,2) n,
donde las incégnitas son ny y ns. Como T}(3F,2) = [1,2,0] y 7,,(3F,2) = [1,0,1],
obtenemos resolviendo el sistema n; = 1 y ny = —1. Luego la direccién buscada
es A = ng/n; = —1, substituyendo A en la expresién de k,, particularizados los
coeficientes de la I y II forma en el punto, y obtenemos la curvatura normal en dicha
direccion

T E T OFA+GAE T h+2.

(-1)+2(-1)2 5

e+2fA+g)\  F+2-F(-1)+0-(-1)? -1
1-

O]

Definicién 2.24. Se denominan puntos ciclicos o umbilicos™ aquellos puntos en los cuales
la primera y seqgunda forma son proporcionales entre si. Luego k1 = ks, lo que significa que
las curvaturas de todas las secciones normales que pasan por dicho punto coinciden. Por
consiguiente todas las direcciones que pasan por el son principales. Si ademds k1 = ko = 0,
diremos que se trata de un punto planar.

Ejemplo 2.19. Evidentemente todos los puntos de una esfera son puntos umbilicos. La
superficie T(u,v) = [ucosv,usinv, 1 — 6*1/“2], tiene un punto planar en [0,0,1].

Ejercicio 2.4. Calcular los dos puntos umbilicos de Z[u, v] = [u, v, g—; + %], conp>q>0
ique ocurre si p = q?

2.13 Curvaturas principales. Curvatura media y curvatura de Gauss

Teorema 2.2. Las curvaturas principales se obtienen resolviendo la ecuacion de sequndo
grado en Ky,
Erkp,—e Fkp—f

Frn—f Gru—g | "

DEM. Hemos visto que una vez obtenidas las direcciones principales en (44) se substituye
en

P fHgh e+ fA
" F4+G\N E+FX

"8Se calculan formando los “vectores” (E, F,G) vy (e, f,9g), ¥ luego resolviendo (E, F,G) x (e, f,g9) = 0,
o bien M? = K.
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Tenemos

(E+FNE, = e+ fA
(F4+GNEn, = f+gA

pasando todo a la derecha y sacando A factor comun

(e —knE)+ (f —knF)X = 0
(f = knF)+ (g — knG)A = 0.
Como \ = dv/du, k,, satisface las ecuaciones
(e — kpE)du+ (f — kpF)dv = 0 (45)
(f = knF)du+ (g — knG)dv = 0. (46)

Estas ecuaciones forman un sistema lineal homogéneo en du, dv, para que puedan tener
solucién distinta de la trivial se tiene que cumplir que su determinante sea igual a cero, es

decir
Erk,—e Fkp—f

Fry—f Gry—g | 0. (47)

O]

Corolario 2.9. Si k1 y ko son las curvaturas principales, se cumple entonces que

Ki+ky  Eg—2fF+eG
2 - 2(EG - F?)
_ eg—f?

S e

DEM. Operando en (47) tenemos
(Ety — €)(Grn — g) = (Frn — f)? =0,
y operando resulta
EGK: 4 eg — kin(Eg + eG) — F?k%2 + 2fFk, — f2 =0,
agrupando los coeficientes de la ecuacion de segundo grado en k, queda
[EG — F?] k2 + [2fF — Eg — G| kin + [eg — f?] = 0.
Utilizando las férmulas de Vieta son inmediatas las férmulas del enunciado. O

Observacién 2.33. Ndtese que si llamamos (g;j) a la matriz de la primera forma cuadrdtica
y (hij) a la matriz de la sequnda. Tenemos que K = det(g)/ det(h).

Definicién 2.25. Al valor M = - + h2

curvatura de Gauss o curvatura total.

se le denomina curvatura media y a K = K1ka
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Observacién 2.34. Dada la expresion de la curvatura de Gauss, es claro que se cumple

i) St K >0 el punto es eliptico.
it) Si K =0 es parabdlico.
iii) Si K <0 es hiperbolico.

Corolario 2.10. Si k1 y ko son las curvaturas principales, M la curvatura media y K la
curvatura de Gauss, entonces se cumple que

kKi=M+\M?—-K.

Ejemplo 2.20. Consideremos un toro donde R > r, es trivial comprobar que en cualquier
punto de la circunferencia exterior de radio r + R, la curvatura gaussiana vale K =
[(R + 7)r]~Y, mientras que en cualquier punto de la circunferencia interior, es decir, de

radio R —r, vale K = —[(R — T)r]—l.

Ejercicio 2.5. Verificar que para una esfera de radio » = 1, la curvatura gaussiana que
vale K = 1/r% es obviamente K = 1; pero para la superficie de revolucién obtenida al
girar la curva [A(u), u(u)] —situada en OXZ- alrededor del eje OZ, con \(u) = asen(u) y
p(u) = [ /1 — a?cos?(t) dt, la curvatura gaussiana también vale K = 1, para cualquier
0<a<l.

Ejercicio 2.6. Probar que una superficie reglada no tiene puntos elipticos, o lo que es
equivalente demostrar que para una superficie reglada K (u,v) < 0.

Observacion 2.35. La curvatura de Gauss es importante en el contexto de las geometria
riemanniana (espacios que en lo infinitamente pequeno coinciden con el euclidiano).

El concepto de curvatura de un espacio de Riemann generaliza a n dimensiones el de
curvatura gaussiana de una superficie. El concepto de curvatura de un espacio (de una
superficie en nuestro caso) no estd relacionado en absoluto con la idea de que el espacio
esté sumergido en un espacio superior envolvente en el cual tenga de algin modo una cierta
curvatura, aun cuando K1 Yy Ko st tengan ese cardcter, K es una propiedad intrinseca de
la superficie. Justamente la demostracion de ese hecho es un notable resultado conocido
como Teorema Egregium de Gauss, y que serd el ultimo resultado que probaremos, ver
pdginas 83 a 119.

La curvatura gaussiana podria ser calculada por los habitantes de la superficie uti-
lizando solo medidas sobre la superficie (coeficientes de la primera forma y sus derivadas),
sin referencia ninguna al espacio circundante y mide, en el entorno del punto de que se
trate, la diferencia entre la superficie dada y el plano euclideo.

Proposicién 2.18. Sea la curva h(u) = [A(u), u(u)] en el plano OXZ, consideramos la
superficie de revolucion engendrada alrededor del eje OZ

Z(u,v) = [Mu) cosv, \(u) sen v, pu(u)], u € (—=r,r) Av e (0,2m).
entonces se cumple™ que F = f =0, ademds

P <u”(U)>\’(U) — N'(wp! U)> .

Aw) ([ (w)]? + [N (w)]?)?
™8i el perfil [u(u), A(u)] estuviera parametrizada respecto del arco, i.e. u = s, /[’ (u)]? + [V (u)]2 = 1,
se cumplirfa K = —A(u)” /A(u). No olvidemos tampoco que una superficie de revolucién puede no venir

parametrizada como de revolucién y entonces no se cumple F = f = 0.
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DEM. Calculemos en primer lugar E, F'y G. Tendremos

zZ, = [N(u)cosv, N (u)senv, u (u)]
zZ, = [-A(u)senv, \(u)coswv,0].
Luego
E = @,.,7) = N(u)?cos® v+ N(u)?sen® v + 1/ (u)? = N (u)? + 1/ (u)?,
Fo= <§;7 U> 0,
G = (@,7) = Mu)?sen® v + A(u)? cos> v = \(u)?.
De donde

EG — F? = MNu)?[N (u)? + 1/ (u)?].

Calculemos ahora la segunda forma cuadratica, calculemos 70, 7, v N. Tendremos

i, = [N(u)cosv, \"(u)senwv, u" (u)],
zi, = [-N(u)sin(v), N (u)coswv, 0],
zh, = [=A(u)cos(v), —A(u)senw,0].

Por otro lado es claro que

€1 €2 €3
N(u)cosv  N(u)senv p/(u)
v 7, X T _ —A(u)senv  A(u)cosv 0
|7, X T, T, X T
[ (w) A (u) cos v, —p/ (w) A(w) sen v, X' (w) A(w)]
N |z, x @, |

Asimismo

[, % Tyl = VI (WAW)]? + @)X ()] = Mu) /[ (@)]? + X (u)]

Calculemos los valores e, f y g.

A N O R OII)
e ) =+ P

[ = <fgvvﬁ> =0

VI @)+ N ()]
De donde el determinante de la segunda forma serd
" / 2 /
2 1 X () = XM () (u)
eg — 7= Mu)p (u :
R i + )2
y dividiendo por el determinante de la primera tendremos

W) ()N (u) — N () ()
Yo < WP + VP2 )
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Ejemplo 2.21. Consideremos el paraboloide , engendrado al girar en torno al eje OZ por
la curva [u,u?] situada en el plano OXZ, la superficie serd

Z(u,v) = [ucosv, usen v, u?].

Tendremos A(u) = u y p(u) = u?, por tanto N'(u) = 1, N =0, p/(u) = 2u y ¢’ (u) = 2.

Por tanto
2u 2 4

T ou (1+4u)? T (14 4u2)?

Ejercicio 2.7. Dado el toro Z(u,v) = [(r cos(u) + R) cos v, (r cos(u) + R) sen(v), r sen(u)],
utilizando la férmula de la proposicién 2.18 probar que

Cosu

K=—7""—"-—
r(R+ rcosu)

Ejercicio 2.8. Se considera la superficie de revolucién llamada pseudoesfera
_ u
Z(u,v) = [asenucosv,asenusenv, a (cosu +1In <tan 5))],
con u € (0,7/2). Probar que K = —1/a? en todo punto.

2.14 Lineas de curvatura y curvas coordenadas

Teorema 2.3. La condicion necesaria y suficiente para que las lineas de curvatura sean
curvas coordenadas o paramétricas es que

f=F=o0.

DEM. Sabemos que las direcciones principales son aquellas que verifican

A2 1
E F G |=0,
e f g

Si hacemos A = dv/du el anterior determinante queda

dv? —dudv du?
F F G | =0. (48)
e / g

Supongamos que las lineas de curvatura coinciden con las coordenadas. Si tomamos una
curva coordenada u = cte., es claro que du = 0, y como se tiene que seguir cumpliendo
(48) resultara

dv?
F G
E
e

P -

- 4 o

0
G:0:>’
g

Por otro lado si hacemos v = cte.’, tenemos que dv = 0 y como tiene que verificarse (48)
tendremos

0 0 du? P
E F G |=0 = . f’:&
e f g
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Ademsds como las lineas coordenadas son de curvatura, y las de curvatura forman un
sistema ortogonal, resultard que F' = 0. Substituyendo en los anteriores determinantes
tenemos que Ef = 0y Gf = 0. Sabemos que la primera forma es definida positiva; es
decir EG — F? > 0, como F = 0 no pueden ser nulos F y G a la vez, luego necesariamente
f=0.

Reciprocamente si F' = f = 0, y consideremos las direcciones de las lineas de curvatura
que vienen dadas por

dv? —dudv du?
E 0 G |=0 = dudv(Eg—Ge)=0.
e 0 g

Luego, o bien dudv = 0, o bien Eg — Ge = 0. En el primer caso si du = 0 las lineas de
curvatura verificarfan u = cte., por otro lado si suponemos dv = 0, tendremos v = cte’.,
luego en ambas situaciones las lineas de curvatura serian también curvas paramétricas.
En el segundo caso Fg — Ge = 0. Pero si esto tltimo ocurre se cumple que e¢/E = g/G,
substituyendo e = Eg/G en la expresion®® de la curvatura resulta, dado que F' = f = 0,
que
. o TN g Bron g

E+GX\ G E+GN G
Andlogamente k1 = e/FE, tras hacer ¢ = Ge/E. Como k2 = g/G = ¢/E = kj, en todas
las direcciones es constante y el punto seria umbilico. En cualquier direccién aparecerian
lineas de curvatura, en concreto en la direccién de las curvas paramétricas. ]

Observacién 2.36. Sea una superficie de revolucion® T(u,v) = [usenv,ucosv, h(u)].

Por la proposicion 2.18, al ser AN(u) = u y u(u) = h(u), resultard que f = F = 0. O lo
que es lo mismo una condicion necesaria (aunque no suficiente) para que una superficie
sea de revolucion es que f = F = 0.

Corolario 2.11. Si lineas de curvatura son curvas coordenadas entonces
e g
E’ G’

DEM. A través de la proposicién anterior, se cumple que F'= f =0 en

K1 =

FEk,—¢e¢ Fr,—f

Frn—f Gru—g | "

Resulta el producto
(Ekn —e)(Gkyp —g) = 0.

etAf _ f+Ag g Ki = etuf . petf Si

89Una aparente contradiccién surge si utilizamos k; = EOF = e yoma Rl
hacemos F = f =0, queda k1 = ¢/E = (A\g)/(AG) = g/G = ka2, luego siempre se cumpliria que k1 = K2,
lo que es absurdo. El problema es que por coincidir paramétricas con curvatura uno de los dos A es tal
que A = 0. La cancelacién solo tiene sentido para el A no nulo (es decir A = oo, equivalente a u = 0 en
la expresién andloga en p). Deducirfamos meramente que k2 = g/G y razonando sobre la expresién en p,
para 1 = oo tendriamos k1 = e/E; y utilizando el que Ge = gF llegarfamos al mismo resultado al obtenido
arriba.

81Nétese que una superficie puede ser de revolucién y no venir parametrizada como superficie de revo-
lucién. Piénsese en el hiperboloide de una hoja de revolucién pero parametrizado como reglada. Obvia-
mente F' # 0.
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Supongamos que por ejemplo es k1 = e¢/E, como

edu? + gdv?
bp = —————s
" Edu? + Gdv?’

escogiendo v = cte., tenemos que k, = e/E = k1 y estamos en la direccién A = A;.
Sabemos que la otra direccién principal forma un angulo recto con Aj, y necesariamente,
F =0, corresponderd a u = cte’., por lo que k3 = ¢g/G. Si suponemos que k2 = g/G,
llegaremos por el mismo procedimiento a que k1 = ¢/ E. Es decir partiendo de una relacién
llegamos a la otra, sea cual sea aquella de la que partimos. Luego

€ g
k1= —, Ko = =.
1= 7% y 2= q
También podriamos haber utilizado las relaciones obtenidas en la observacion 2.28. O

Observacién 2.37. Resumamos las caracteristicas esenciales (ver pdg. 113 [14]) de las
curvas sobre una superficie en relacion con los coeficientes de la primera y sequnda forma:

Curvas E|F|Glel|flg
Ortogonales 0
Curvatura 0 0
Conjugadas 0
Isotropas 0 0
Asintdticas 0 0

Curvas isétropas son aquellas que en todos sus puntos cumplen ds®> = 0.

2.15 Caracterizacion de las superficies desarrollables, de las lineas de
curvatura y de las curvas asintéticas

Lema 2.1. Dada una familia uniparamétrica de planos, que ni son paralelos, ni tienen
una recta comun (no forman un haz); entonces la envolvente de esa familia de planos o
es un cilindro, o un cono, o una desarrollable tangencial.

DEM. Ver pags. 76-78 de [14], o la observacién 2.24 de la pégina 50 de estos mismos
apuntes. ]

Lema 2.2. Sean @,b,¢ y d vectores de R?, entonces se cumple

TS a,c) (a,d)

bexd) =| @0 (@d ]|

axdexd=| G833

DEM. Basta con considerar las componentes®? de los cuatro vectores y operar. O

Teorema 2.4. Una condicion necesaria y suficiente para que una superficie reglada sea
desarrollable es que la curvatura de Gauss sea nula en todo punto.

82No serfa dificil generalizar esta férmula para (U1 X T2 X U3, U1 X Uz X Uz). De hecho puede utilizarse
para calcular la norma del vector N a una hipersuperficie en R*.
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DEM. Vamos a ver en primer lugar que si es desarrollable entonces eg — f? = 0.

No es dificil probar®® que toda superficie reglada desarrollable o es una superficie
desarrollable tangencial, o es un cono, o es un cilindro.

Supongamos que tenemos una desarrollable tangencial de ecuacién y(s,v) = Z(s) +
vt(s). Derivando tenemos

Jo=T +ol =1(s) ton(s)nls), 7, =1(s).

Volviendo a derivar resulta

—I!

v =rkn+v(kn), yo Toy =0

yS’U =K ﬁ’ y’l}'U =
Resulta inmediato que
E= (7,7, =1+v’s*, F=({.7,)=1 G=(@,7,) =1L
Por otro lado _
Us X Yo vrb

VEG — F2  /y2g2

De donde finalmente
_/=Il AT\ =l AT\ _=Il AT\
e_<ysst>_D> f_<ysv7N>_07 g—(yw,N>—O,

y por tanto eg — f2 = 0.

Si la curva es un cono generalizado de ecuacién F(s,v) = @ + vZ(s), o un cilindro de
ecuacién y(s,v) = Z(s) + va, (donde en principio Z(s) suele ser una curva con la tercera
componente nula) un sencillo cilculo nos muestra que efectivamente eg — f2 = 0.

Reciprocamente supongamos que eg — f> = 0 podemos expresar utilizando la identidad
de Lagrange

— = — == — =7 — )
eg—f2 - <$;7Nu><$;7Nv>_<x2uNU><x/ Nu)
_ _y ==/ -/ - ==/ =/
= @, x7, N,xN,)=(N,N,,N,) VEG — F?,
por lo que eg — f2 = 0 coincide idénticamente con (N, N;, N,) = (N, N; X N;> = 0. Esto

sucede en los siguientes casos:

. -/ -/
i) N, o N, se anulan.

83Por la propia definicién de superficie desarrollable a cada punto de la curva directriz se le puede asociar
un unico plano, el plano tangente a la superficie. Luego tenemos una familia uniparamétrica de planos.
Que podemos escribir mediante la ecuacién (Z,a(u)) + b(u) = 0, donde T es un punto genérico del plano
a(u) es el vector normal del plano y b(u) la distancia del origen al plano. Por otro lado recordemos la
observacion 2.24 de la pédgina 50. Dos planos de una familia uniparamétrica infinitamente préximos, se
cortan segun la recta caracteristica, y tres infinitamente préximos en el punto caracteristico. El lugar
geométrico de los puntos caracteristicos es la arista de retroceso. La recta caracteristica es tangente a
dicha arista y es la recta que genera la envolvente a todos los planos. Si las rectas caracteristicas son
paralelas tenemos un cilindro, si tienen un punto comun (el punto caracteristico) un cono, en otro caso
una desarrollable tangencial (para mds detalle ver pags. 76-78 de [14]) Podemos, por tanto, asumir el
siguiente resultado: Una familia no numerable de planos, no todos paralelos ni pasando por una misma
recta, tiene como envolvente un cilindro, un cono, o una desarrollable tangencial. Esta envolvente estd
engendrada por las rectas caracteristicas de los planos. En el caso de un cono pasan todos por el tinico
punto caracteristico, y en el de una desarrollable tangencial son todas tangentes al lugar geométrico de los
puntos caracteristicos, es decir, a la arista de retroceso.
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ii) N, y N, son paralelos.

En el caso i) N depende de un solo parametro. Eso hay que interpretarlo, de acuerdo
con el lema (2.1), como que la superficie es la envolvente de una familia uniparamétrica
de planos, y que por tanto se trata de una superficie desarrollable.

En el caso ii) escogeremos como sistema de curvas coordenadas las lineas de curvatura
sobre la superficie, por lo que se cumple F' = f = 0. Al partir de eg — f?> = eg = 0,
tendremos que o bien e = (z,,N,,) = 0, o bien g = (z,, N,) = 0.

Supongamos que e = 0. Como (7, W;) = 0, por el paralelismo de W; y N; se cumplird
que —f = (7,,N,) = (%,,N,) = 0. Sabemos que (N, N) = 1, derivando respecto de u
tenemos que (N;,N} = 0, es decir N; L N, luego W;L estd en el plano tangente. Pero al
cumplirse simultaneamente @;,W;) =0y (7, N:) = 0, resultard que W; =0, lo que nos
lleva al caso 1).

Supongamos ahora que g = 0, razonaremos de idéntica manera, pero ahora partiendo
de <E;,W;> = 0, el paralelismo nos lleva a a que @;,N;} = 0, de donde por ser f =0

tenemos que (T, W;} = 0, y finalmente derivando (N, N) = 1 respecto de v, llegamos a

wy
que (N, N;} = 0, luego N; estd en el plano tangente, y de idéntica forma por cumplirse

@ N,y =0y (z,,N,) =0, resulta N, = 0, con lo que volvemos a pasar al caso i). [

Ejercicio 2.9. Probar que se cumple N, x N, = K (T, x T,).

Proposicién 2.19. (pdg. 217 de [14])
Dada una superficie reglada no cilindrica tal que T(u,v) = a(u)4+v w(u) , con |[w|| =1,
entonces se cumplen

— L — — L — _r2 (A ! )2
i) N2 X W+ v w X W i) K= f _ (a,ij)'
VEG — F?2 EG—-F?* (EG - F?)?

DEM. Es claro que (w,w) = 1, y derivando respecto de u, resulta que (w,w,) = 0. Los
vectores coordenados son

—/

_ /
Ty =

— — —
a, +tvw,, T,=uw.

Por otro lado
1!

Ty =Qhs +VWa, Tyy =W,, T =0,
de donde
E = <E{zuf;> =U
F = <§{uv§;> = @;,@ +U<EZNW> = <a;,m>,
G = (z,,7.) = (w,w) = 1.
El vector normal serd
T, xT,  (a,+vw,)xw

2
I

VEG—F?2  EG-F?
A, XwWHvw, xw

VEG —F2
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luego hemos obtenido la primera férmula del enunciado. En consecuencia los coeficientes
de la segunda forma son

e = (@, N)=0

u?’
fo= @ N)=(
(o, x w,wy,)
VvVEG — F?
g = (@, N)=0.

v2)

o, X WHvW, XW _, (@, x w,w,,) + (v W, X w,w,)

Ve i JEG — 2

De la expresion para la curvatura gaussiana y del valor de g, resulta inmediato que

PRt N
EG—F? EG-F*

Introducimos el pardmetro p(u), en la expresién

(@, xw,w,) __ p(u)

VEG - F?2 EG_-F?

elevando al cuadrado y substituyendo en la expresion de K, queda la segunda férmula

=

@ xTEY @, w,)? —pw)?
(EG — F2)?2 (EG—F2)2 ~ (EG— F2)2’

O]

Definicién 2.26. Al escalar que nos da el producto mizto p(u) = (@, w,w,,), se le de-
nomina parametro de distribucion. Obviamente una condicion necesaria y suficiente para
que T(u,v) sea desarrollable es que p(u) = 0.

Ejercicio 2.10. Sean a(t), b(t), h(t) y k(t) funciones derivables con a'(t) # 0y b'(t) # 0,
Vt € (to,t1). Dada la superficie reglada Z(t, z) = [a(t)z + h(t),b(t)z + k(t), z]. Se pide:

i) Calcular su linea de estriccién en términos de a(t), b(t), h(t) y k(t) y sus derivadas.
ii) Dar condiciones sobre a(t), b(t), h(t) y k(t) para que sea desarrollable.
iii) Probar que cuando es desarrollable la arista de retroceso tiene de ecuacién

R W)

7() = (1) (0

b(t),

], Vt € (to,tl).

Teorema 2.5. (Ecuacion diferencial de las lineas de curvatura)

Dada una superficie T(u,v), sean E, F y G, asi como e, f y g, los coeficientes de
la primera y sequnda forma cuadrdtica. Entonces la ecuacion diferencial de las lineas de
curvatura viene dada por

FEdu+ Fdv Fdu+ Gdv _0
edu+ fdv  fdu+gdv |
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DEM. Sabemos que si A es una direccién principal se cumple

e+ fA [+ gA
E+F\N F+G)\

Haciendo A = dv/du se tiene que cumplir tras operar que
(Edu + Fdv)(fdu + gdv) — (Fdu + Gdv)(edu + fdv) =0
que podemos expresar mediante el determinante del enunciado. O
Ejemplo 2.22. Sea a > 0 se considera el helicoide de ecuacion
Z(u,v) = [ucosv,usenv, av).

Se pide determinar sus lineas de curvatura.
Resulta inmediato que este caso

I

du® + (u* + a?)dv?
—2adudv
Va2 +u2

En consecuencia y como F = e = g = 0 substituyendo en el determinante tenemos

I =

du (u® + a?)dv
= —adv —adu

VuZ +a2  Vu+a?

Edu Gdv
fdv  fdu

O lo que es lo mismo resulta una integral inmediata® que nos da

du
VaZ +u2’

(a®> +u?)dv? —du®> =0 = dv=

Luego, llamando ¢ = Inc, tendremos

2 2
Uzﬂ:ln(u-i- <E> +1>—|—c:iln d <u+ <E> +1>
a a a a

Proposicion 2.20. Condicion necesaria y suficiente para que una curva sobre la superficie
sea linea de curvatura es que las normales a la superficie a lo largo de dicha curva formen
una superficie desarrollable.

DEM. Dada una Z(s), en principio arbitraria, sobre la superficie. La superficie reglada
indicada es

y(u, ) =T(s) +u N(s), (49)
Obtenemos
7,=t+uN,,  7,=N(s), To=DNi  Th=0.

)
84Recordemos que argsinh(z/a) = In(2 4 /1 +(%£)2).
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La normal de la nueva superficie la notaremos como A, a diferencia de la N de la superficie
dada. Veamos quien es N’
o T XUy _ (E+uNy)xN

Vs X ¥l Vs X Wl

Por ser 7., = 0, resultard que g = (7,,,N) = 0. Analicemos el valor de f
— (t+ 'LLN;) x N

f = <ysu7'/v’>: <Ns7 m >

1 — - = e
S <Ns,t><N>+u<Ns,Ns><N>)
VEG — F? <
1 (I, N x N.)
= ——— (N, iIxN) = =3,
VEG — F? VEG — F?

Para que f = 0, y resulte eg — f2 = 0, es decir sea desarrollable, o bien N; =0, o bien®
7| N..

En el primer caso, es decir si N; = 0, resulta N = cte. y se trata de un cilindro
generalizado que como sabemos es una superficie desarrollable.

En el segundo caso tendremos que W; = ut, de donde multiplicando por ds resulta

(1 dz — dN = 0. (50)

Veamos cuando ocurre esto y quien es p. Sabemos que dN = N;du + W;dv, y también
que dT = Z,,du + T, dv, por lo que tendremos

(1@, — N.)du + (@, — N))dv = 0. (51)

Si ahora multiplicamos (51) escalarmente por T, y luego por T, , obtenemos utilizando las
definiciones de E, F', G, e, f v g, el par de ecuaciones

(WE + e)du+ (uF + f)dv = 0, (52)
(uF + fdu+ (uG+g)dv = 0. (53)

Todavia no hemos utilizado que Z(s) es de curvatura. Este es el momento. Las ecuaciones
(52) y (53), simplemente haciendo p = —k coinciden con (45) y (46) que son, entre otras,
las ecuaciones que caracterizan a la lineas de curvatura. O

Corolario 2.12. En una superficie de revolucion los meridianos y los paralelos son lineas
de curvatura

DEM. Si movemos el vector normal a una superficie de revolucién a lo largo de un paralelo,
la superficie que engendra es obviamente un plano, o un cono, o un cilindro. Si el vector
normal se mueve a lo largo de un meridiano siempre tenemos un plano. Luego en todos
los casos los meridianos y paralelos son lineas de curvatura. O

Observacion 2.38. Asimismo si en una superficie de revolucion consideramos una curva
que no es meridiano ni paralelo podemos asequrar que la superficie reglada generada por
la normal a la superficie no es desarrollable.

85Recuérdese que si dos vectores del producto mixto son proporcionales el producto mixto es nulo.
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Proposicién 2.21. (Férmula de Olinde Rodrigues)
Dada una superficie reqular, sea N el vector normal y dxT una direccion sobre la super-
ficie. Las lineas de curvatura vienen caracterizadas mediante la ecuacion®® diferencial,

dN + k dz = 0,
donde k es la curvatura normal en la direccion dx de la lineas de curvatura.

DEM. Podemos utilizar la proposicién anterior simplemente haciendo p = —k en (50) y
quedaria demostrada.
De un modo maés autocontenido: partimos de las ecuaciones que resultan de despejar
en (42),
oo © +Af _ f+Ag
E+\F F+ )G’

y que quedan como

(Ek—e)+AXFr—f) = 0,
(Fk—f)+XMGrk—g) = 0.

Por ser A\ = dv/du, podemos expresarlas como

(Ek —e)du+ (Fk — f)dv = 0,
(Fk— f)du+ (Gk — g)dv = 0.

Reemplacemos E, F'y G, asi como e, f y g por sus valores, tendremos
(@, T+ (@ No))du+ (@, Tk + (@, N,))do = 0,
— ) — ==/ — — ==
(@, )k + (@, No))du + (T, Ty )k + (T, Ny))dv =0,
que podemos reescribir como

@, (N,du+ N,dv)) + (T, k(T du+T,dv)) = 0,

@, (N, du+ N,dv)) + (@, &(Z,du + T,dv)) =

Expresiones que podemos agrupar como

(@,dN + rdz) = 0, (54)
(T, dN + kdz) = 0. (55)

Sabemos que dT esta en el plano tangente. Por estarlo también N; y N;, resultarad que
dN también esta en el plano tangente. En consecuencia dN + kdx pertenece al plano
tangente. Pero como los vectores T,, y T, definen el plano tangente, la tnica posibilidad

de que se cumplan (54) y (55), es que justamente se verifique que
dN + Kk dz = 0.

No olvidemos el detalle de que solo se cumple si k es una de las curvaturas principales.

Reciprocamente si se cumplen (54) y (55) podemos dar marcha hacia atrds y llegar a
la relacién que solo se satisfacen si A es una direccién principal o, en otras palabras, si la
curva es una linea de curvatura.

O

86Dividiendo por ds tendriamos una manera més simple de recordarla W; + Kkt = N’S +7'(s) =0.
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También podemos caracterizar geométricamente las lineas asintéticas.

Proposicion 2.22. Condicion necesaria y suficiente para que una curva de la superficie
sea asintotica es que en cada uno de sus puntos el plano tangente a la superficie coincida
con el plano osculador de la curva.

DEM. Las lineas asintéticas estdn caracterizadas por la ecuacién e + 2f\ + gA\2 = 0.
Recordemos que el numerador de la expresién para la curvatura normal se obtuvo efec-
tuando el producto (dz,dN), por lo que

(dz,dN) = 0,

que dividiendo por ds puede escribirse como (dN,%) = 0. Es bien conocido que (£, N) = 0.
Luego d(N,t) = (dN,t) + (N,dt), por lo que (df, N) = 0, dividiendo de nuevo por ds,
resulta que (N,dt/ds) = (N, kn) = k(N,n) = 0, y tenemos que

k{(N,n) = 0.

Esta expresion se satisface cuando £ = 0 o para (N,n) = 0. Luego todas las rectas de
una superficie (k = 0) son lineas asintéticas. Y cuando no es asi como (N,7) =0, N L 7,
pero comot L. Nyt L7, es decir (f x) = b= N. Luego el plano osculador coincide con
el plano tangente.

El resultado reciproco también es cierto, teniendo en cuenta que todo plano que pasa
por una recta puede considerarse como plano osculador de esta. ]

2.16 Teorema de Euler. Indicatriz de Dupin. Lineas asintéticas

Teorema 2.6. (Teorema de Euler)
Si llamamos « al dngulo que forman, en un punto dado, una direccion A = dv/du con
la direccion de las lineas de curvatura, y si k es la curvatura segin A = dv/du, entonces

K= K1 cos® + Ko sen? a,

stendo k1 Yy ko las curvaturas de las secciones normales correspondientes a las direcciones
principales en dicho punto.

DEM. Podemos suponer, para demostrar este teorema, que las curvas paramétricas son
las lineas de curvatura. De acuerdo con el teorema anterior tenemos que F' = f =0 y por
tanto la férmula para la curvatura normal y el elemento de linea pasan a ser

edu? + gdv?
n=——a— ds = v/ Edu? + Gdv?.
" Edu? + Gdv?’ y ut ot Gav
Recordemos que

Edudu + F(dudv + dvdu) + Gdvdv
VEdu2 + 2Fdudv + Gdv2v/Esu2 + 2Fdudv + Gov?’

CoOsx —

por tanto el dngulo que forma la direccién dv/du con la v = cte., es decir v = 0, serd

Edudu du
cosq = —

E —.
VEdu? + Gdv?v/ Eéu? ds
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El dngulo 8 = 7/2 — « es el dngulo que forma la direccién dv/du dada, con la curva
u = cte., es decir du = 0, ya que las curvas u = cte. y v = cte’. son ortogonales. Por tanto

Gduvdv dv

sena =cosff = —— =

=G =,
dsv Gov? ds

De donde, aplicando el corolario anterior resulta

edu?® + gdv®  edu® + gdv?
Edu? + Gdv? ds?

B d7u 2+ dl 2_ c:os?oz+ sen? o
- ds g ds ¢ FE g G

= K cos? o + Ko sen? a.

Rn

O

Observacién 2.39. El teorema de Fuler junto con el ya visto teorema de Meusnier dan
informacidn completa respecto de la curvatura de cualquier curva de la superficie que pase
por el punto P.

Definicion 2.27. Sean k1 y ke las curvaturas segun las direcciones principales. Se de-
nomina indicatriz de Dupin a la conica

/$1$2 + mng = 4+1.

Proposicién 2.23. La interseccion de la superficie con un plano prézrimo al plano tan-
gente y paralelo a €l, es, en primera aprorimacion, semejante a la indicatriz de Dupin.

DEM. Cortemos la superficie por un plano paralelo al plano tangente en un punto eliptico,
a una distancia € de él, y proyectemos la interseccion sobre el plano tangente.

Sabemos que en el entorno de un punto xy de la superficie, se verifica, aplicando Taylor
en dos variables®” | que

1
T =7+ (T,h +T k) + 5(jﬁjuhQ + 22 hk + Tl KD + ...

La distancia D de un punto T de la superficie al plano tangente en Ty, vendra dada, al ser
<f2“N> =0y <f;)7N> =0, por

(@~ m0),N) = 5 [({@h, N)I? + 2(3,,

Nk + (2"

VU

N + ...

N |

cuya parte principal serd
1
D, = 5(eh2 + 2fhk + gk?).
Consideramos ahora que hemos parametrizado (u,v) segtn las lineas de curvatura, luego

f = 0. Por otro lado y debido a la ortogonalidad dz = |Z,|du = v/ Edu y andlogamente
dy = |7\ |dv = v/Gdv. Si ahora tomamos como T el origen de coordenadas tiene sentido

87Por triplicado, ya que lo aplicamos para las tres funciones 1 (u,v), z2(u,v) y 3(u,v). No olvidemos
que Ty, = [(x1)7, (2)4, (¥3)4], ete., ete.,
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que introduzcamos las variables z = VE h = VE du, e y = VG k = v/G dv, y llamando €
a la distancia al plano tangente, resultara
€ g 2
2¢ = —a% 4+ Zy°,
" T a7
Dividiendo esta ecuacién por 2¢ y transformando la z y la y mediante las semejanzas
T — xV2€ y — yV/2¢, convertiremos

€2, 9

I3 Gy2 =1 = rz?+ry’=1.

Es claro que si se trata de un punto hiperbélico tendremos necesariamente una curvatura
principal negativa, por ejemplo k2, y aparecen un par de hipérbolas (con la orientacién
cambiada si tomamos —1 (otro plano paralelo al tangente pero por encima de la superficie).

Si el punto fuera parabdlico solo habria una direccién asintética, una curvatura princi-
pal serfa nula, por ejemplo kg, y tendriamos, 22 = 41/k, es decir dos rectas paralelas en
la direccién de la linea asintética. Nétese que esto es lo que ocurre en el toro (en cualquier
punto perteneciente a los llamados paralelos medios) cuando cortamos la superficie con
un plano paralelo al tangente. ]

Observacién 2.40. En un punto hiperbdlico, las direcciones principales vienen represen-
tadas por los ejes de la indicatriz y las direcciones asintoticas se corresponden con las
asintotas de la indicatriz ;Porqué? FEs sencillo. Las asintotas de la indicatriz son las
direcciones con pendiente, respecto a v = cte., dadas por

. B B = ey K1
mi:hmg::thm— —_— =4, [ ——.
T—00 I T—00 I K2 K2

Las direcciones asintdticas se obtienen al resolver ki cos® o + kg sen?

a =0, segun el teo-
rema de Euler. Es decir, m% = tan’a = —k1/ke. Luego m; = mq y las direcciones

asintoticas coinciden en direccion con las asintotas de la indicatriz. Por tanto tenemos.
Teorema 2.7. Las direcciones principales son bisectrices de las direcciones asintoticas.

DEM. Recuérdese que los ejes de una hipérbola son siempre bisectrices de sus asintotas.
Por lo que las direcciones principales son bisectrices de las direcciones asintdticas. ]

Definicion 2.28. Dos direcciones sobre una superficie en un punto P, ni umbilico ni
parabdlico®® de ella, se dicen conjugadas si corresponden a las direcciones dadas por dos
didmetros conjugados®® de la indicatriz de Dupin en ese punto.

88Nétese que hay dos direcciones asintéticas tinicamente si los puntos son hiperbélicos.
89En la teorfa de cénicas se dice que por ejemplo dos didmetros de una elipse son conjugados, si las
tangentes a la elipse en ambos extremos de uno de ellos son paralelas al otro didmetro.
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3 Superficies minimas, férmulas de GGauss-Weingarten, Gauss-
Codazzi, Brioschi, lineas geodésicas, y los tres teoremas
fundamentales

3.1 Superficies minimas

Definicion 3.1. Se denominan superficies minimas aquellas para las cuales las curvas
asintoticas son ortogonales en todo punto.

Observacion 3.1. Se dicen minimas porque estan relacionadas con las superficies que
aparecen cuando fijando una frontera —una curva alabeada cerrada— tratamos de resolver
el problema de encontrar la que tiene drea minima para dicha prefijada frontera, y que
llamaremos, como es natural, superficie de drea minima. La relacion entre las superficies
minimas y las superficies de drea minima la establecerd el teorema 3.2.

Teorema 3.1. Para que una superficie sea minima es necesario y suficiente que la cur-
vatura media en todos sus puntos sea nula.

DEM. Silas lineas asintéticas forman un sistema ortogonal, entonces la indicatriz de Dupin
estd formada por dos hipérbolas equildteras, por tanto las asintotas son perpendiculares
22 — y? = £1, en consecuencia k1 = —ka y la curvatura media M es cero. O

Corolario 3.1. La condicion necesaria y suficiente para que una superficie sea minima
es que se cumpla en todo punto

Eg—-2Ff+ Ge=0.

Teorema 3.2. Si existe una superficie de drea minima que pase por una curva alabeada
cerrada, entonces es una superficie minima.

DEM. Para probarlo, consideremos una pequena deformacién de una superficie Z(u,v),
definida mediante la ecuacion
Ti =T +e€N,

donde € es arbitrariamente pequeiio y, al igual que Z y N, funcién de u y v. Tendremos
(@), = T, +eN, +euN,
(@), = T,+eN,+eN,

y como coeficientes de la primera forma fundamental de la superficie deformada, tenemos

(@) @) = (@ T) + €T N + €, (T, N) +
(N, @) + (N, N,) + e (N, N) +
(N, 7,) + €, e(N,N,) + (¢,)*(N, N).
Sabemos que (7/,, N) = 0 y también (N, N;> =0, y también que (7|, N|) = —e, etc., des-

preciando los términos de orden superior en ¢, tenemos que E; = E — 2¢ e. Andlogamente
para G1 y Fi. Por tanto resulta

Ei=FE —2ce, P =F —2¢f, G1 =G — 2 g.
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Luego, introduciendo la curvatura media M, resulta

E\G1—F! = (EG—F?) —2¢(Eg—2Ff+Ge) =
(EG — F%) — 4e M (EG — F?)
= (BG — F?)(1 — 4eM). (56)

Extrayendo la raiz cuadrada en (56), recordando que 1 — 2z ~ 1 — %x, despreciando los
términos en e de orden superior, operando e integrando ahora sobre el area encerrada por
un contorno fijo C', tendremos

//\/ElGl—Ffdudv://\/EG—F2 dudv—Q//eM\/EG—F2 dudv.

Esta igualdad puede escribirse, llamando 65 = —2 [[ €(u,v) MdA donde dA es el elemento
de area de la primera superficie, como

S — 5 =65 =2 / / e(u, v) MdA. (57)

Si la superficie es de drea minima tendremos que 65 = 0. Eso ocurriria para toda funcién
€(u,v), la tnica posibilidad de que eso pueda suceder es que el integrando de la integral
del miembro derecho de (57) sea nulo, y eso solo ocurre si M = 0. Luego si la variacion es
nula (ser de drea minima) entonces M = 0, que es la definicién de superficie minima. Por
tanto area minima implica superficie minima®. O

Observacion 3.2. FEl reciproco no es cierto. Un ejemplo conocido es la superficie de
Enneper®' | T(u,v) = [u—u3/3 +uwv? v —v3/3 +vu?,u? —v?]. Se trata de una superficie
minima que no tiene drea minima. La comprobacion numérica (ver pdg. 251-253 de [12])
se consigue limitandola con la curva uw = rcos@ y v = rsinf, con r = 3/2, calculando el
drea encerrada por dicha curva sobre la superficie de Enneper, y viendo que es mayor que
el drea que la citada curva encierra sobre un cilindro generalizado que también la contiene.

Ejercicio 3.1. Probar que el plano Z(u,v) = [u,v,au + bv + ¢], el catenoide ZT(u,v) =
[acosucosh(2), asenucosh(2),v], para el que K = —1/(a? cosh? 2), y el helicoide recto
Z(u,v) = [ur cosv,ursenv, kv], con K = —k?/(r>u®+k?)?, son superficies minimas. Exis-
ten otras superficies minimas menos obvias como las de Scherk Z(u,v) = [u, v, In(cos(u)) —
In(sin(v))], la arriba citada de Enneper, Hennenberg, Richmond, etc,. (ver pags. 721-772
de [8]).

Podriamos llegar a este mismo resultado aplicando el célculo de variaciones a
6(ff \/1—|—p2+q2d$dy) = 6(f[ F(z,y,2,p,q)dzdy) = 0, donde p = 8f/0z y q = 8f/0y. Si
r=0%f/0x% s =0%f/(0x0y), y t = 0*f/0y?, la ecuacién de Euler del célculo de variaciones que es

OF _d (0F\ _d (0F\_,
0z dx \ Op dy\oqg) 7
pasa a ser (1 + ¢°) — 2pgx + t(1 + p?) = 0, que equivale a M = 0 en cartesianas.

1
MRw — tw’) = u—v’/3+w? y = S(w+ iw’) =v—2"/3+v’ 2z =Rw?) =u®—v°, con
w=u+iveC
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Ejemplo 3.1. Consideremos el catenoide T(u,v) = [cosv coshu,senv coshu,u]. Veamos
que es una superficie minima. En efecto

—/ . . —/

T, = [cosvsinhu,senvsinhu,l], 7T, = [—senwvcoshu,cosvcoshu,0],
Zoy = [cosvcoshu,senvcoshu,0], T, =[—senvsinhu,cosvsinhu, 0],
7'y = [~ coswvcoshu,—senwvcoshu,0].

De donde E = (%), %) = sinh?u+1 = cosh?u, y G = (), T,) = cosh?u. Obviamente por
tratarse de una superficie de revolucion F' = f = 0. Por otro lado
1 e1 €2 €3
cosvsinhu  senwvsinhu 1
—senvcoshu cosvcoshu O

T, X T,
VEG —F?2  cosh®u

[— cosv, — sen v, sinh u]

N:

cosh u
Luego tendremos que
— cos? hu — sen? h

pp— cos” v cosh u — sen” v cosh u

e = (T, N)= = -1,
coshu

_» = cos?vcoshu + sen? v coshu

g U27
cosh u

De donde
Ge + gE — 2F f = — cosh? u + cosh? u = 0.

Por tanto se trata de una superficie minima.

Ejercicio 3.2. Determinar la curvatura media de h(z,y) = [z,vy, f(x,y)], en funcién de
las parciales primeras y segundas de f(z,y).

3.2 Un primera aproximacion a las lineas geodésicas de una superficie
Observacion 3.3. En su momento vimos que se cumplia

K = En + Ry,

donde Ky es la curvatura normal y kg la curvatura tangencial o geodésica. De donde
K? = K2 + Iig. Recordemos que K, y Kq son las componentes del vector curvatura de la

curva que se trate respecto de la normal N y respecto de la direccion®® N x T sobre el plano
tangente.

Definicion 3.2. Definimos las geodésicas como curvas tales que en todos sus puntos tienen
curvatura geodésica (o tangencial) nula. O lo que es lo mismo aquellas para las que en
todos sus puntos se verifica que N = +7.

92La proyeccién de k7 sobre N no precisa aclaracién. Por otro lado N y 7, caso de no tener la misma
direccién, determinan un plano que interseca el plano tangente en una direccién perpendicular a ¢, debido
a que t y m son perpendiculares, que es justamente N X t.
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Ejemplo 3.2. Consideremos la esfera. Si proyectamos la normal a cualquier circulo
mdzximo sobre el plano tangente en ese punto a la esfera obtenemos un punto. Por tanto
la curvatura geodésica de los circulos mdrimos en la esfera es nula, son las geodésicas
sobre la esfera.

Ejemplo 3.3. Un ligero cdlculo nos muestra que las hélices circulares sobre un cilindro
tienen la normal paralela al plano de la base del cilindro (es decir la tercera componente
es nula y la normal siempre es perpendicular a la superficie del cilindro). La proyeccion
del vector normal sobre el plano tangente correspondiente es nula. En consecuencia las
hélices (degeneradas o no) son las geodésicas sobre el cilindro™.

Proposicién 3.1. Sea una superficie y(u,v) y un punto P(u,v) sobre ella. Sea una curva
Z(s) = y(u(s),v(s)) contenida en la superficie y que pasa por P, y sea N(u,v) el vector
normal a la superficie en P y sean t(s) ymi(s) =t (s)/k la tangente y la normal a la curva
en dicho punto. Entonces la curvatura geodésica de curva u(s),v(s) en P vale

kg = (T x N) = (f(s),f/(s),ﬁ(s)) .

DEM. Sea % un vector unitario perpendicular a N y £. Cualquier vector que pasando por
el punto pertenezca al plano definido por N y % es perpendicular a f. En particular 7 que
sabemos es perpendicular a t.

Supondremos que Ry = k4. Sabemos que

R = Fn + Ry
Luego multiplicando escalarmente por @ la anterior igualdad, al ser & = t (s) = 7”(s),
tendremos 3
dt
ds
El vector @ esté en el plano tangente?® en la direccién de la proyeccién sobre este de 7, y
como hemos senalado perpendicular a ¢, por tanto

(@, =) = (W, Fn) + (U, Ky) = (U, Rg) = Ky-

|

=N X

En consecuencia
-~ 7 7/

kg = (N x 1),T(s)) =  x T, N).
OJ

Es muy interesante el siguiente corolario que pone de manifiesto que la curvatura
geodesica de una curva mide en el punto lo que se separa dicha curva de una geodésica,
en total analogia a como la curvatura cuantifica en el plano lo que en un punto una curva
se aleja de ser una recta.

Corolario 3.2. Si la superficie es un plano, entonces la curvatura geodésica coincide con
la curvatura.

93Recuérdese el problema de la mosca y la arana en el cilindro. Sea el cilindro g(t) = [r cos(u), r sin(u), v],
de radio r = 4/m. Se consideran M(u = 0,v = 1) y F(u = m,v = 4) puntos sobre el cilindro. Calcular la
distancia minima sobre el cilindro (obviamente siguiendo una geodésica) entre ambos puntos.

94Piénsese que 7 estd en el plano perpendicular a ¢ que pasa por N.
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DEM. Si se trata de un plano N es constante y obviamente N = b, en consecuencia

kg = (T xT,0) = (t x k7,0) = k(T x 7,0) = r(b,b) = ~.

O
Ejercicio 3.3. Sea la superficie de revolucién T(u) = [f(u)cosv, f(u)senv,g(u)]. Sea
m(s) = [f(s)cos(v), f(s)senwv,g(s)], un meridiano de la superficie, que supondremos

parametrizado respecto del elemento de arco s. Probar que es una geodésica.

Proposiciéon 3.2. Las diferentes familias de curvas de una superficie estudiadas hasta
ahora verifican las siguientes relaciones:

i) Linea asintotica N\ Linea geodésica <= Es una linea recta.
it) Linea de curvatura A Linea geodésica = Es una curva plana.

iii) Es una curva plana A Linea geodésica = Linea de curvatura.

DEM. Recordemos la caracterizacion de las diferentes familias de curvas de una superficie

ser linea asintética <= (dz,dN) =0,
ser linea de curvatura = dN + kdT =0,
ser curva plana <~ 7=0,

ser linea recta <— k=0,

ser geodésica <= N = 4n,

curvatura = paramétricas <= F = f =0.

i) =)

Partimos de que (dN,dz) = 0, como N = 47 por ser linea geodésica, tendremos que
(dz,+dn) = 0, y dividiendo por ds dos veces (t,+7') = 0. Sabemos de las ecuaciones de
Frenet-Serret que ' = —kt + 7b, luego substituyendo, y operando (recordemos que £ L b)
resulta

(t,£(~Kt+7b) =0 = —Kk-1=0,

luego se trata de una recta.
<) Es trivial porque sabemos que una recta sobre la superficie es a la vez una geodésica
y una linea asintética (curvatura normal nula).

ii)
Tenemos que N = +7 por ser geodésica. La férmula de Olinde Rodrigues, por ser de
curvatura, nos dice que dN + kdz = 0. Dividiendo por ds y substituyendo queda
+n + Kt = 0.
Aplicando de nuevo Frenet-Serret y multiplicando escalarmente por b resulta

(£(—kt+7b) + Kt, ) =0 = F7-1=0,

Luego 7 = 0 y se trata de una curva plana.
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iii)

Ahora partimos de N = +7n. Consideraremos que el signo es +, si fuera — tomarfamos
N en sentido contrario. De la férmula de Frenet-Serret tenemos que @’ = —kt + 7b, como
la curva es plana 7 = 0, luego 7’ = —kt, es decir

WAt ki=0 = N +xt=0,

que no es otra cosa que la condiciéon de Olinde Rodriguez. Por lo tanto N 4+ kf=0se
satisface y se trata de una linea de curvatura. O

Observacion 3.4. No se cumple que ser curva plana y de curvatura implique ser geodésica.
Como contraejemplo valen algunos paralelos de las superficies de revolucion. Sabemos que
las superficies de revolucion verifican que ' = f = 0, es decir satisfacen la condicion
necesaria y suficiente para que sus curvas paramétricas sean lineas de curvatura.

Probaremos, mds adelante, que todos los meridianos son geodésicas, pero no todos los
paralelos (salvo en el cilindro); incluso una superficie de revolucion puede no tener ningin
paralelo que sea geodésica: el cono o el paraboloide; otras superficies como la esfera, solo
tienen un paralelo que es a la vez geodésica: el ecuador.

Otro ejemplo; en el toro los paralelos superior e inferior sabemos que son lineas de
curvatura [y lineas asintoticas! y obviamente son curvas planas, pero mo son geodésicas.
Si lo son en cambio los paralelos garganta interna y perimetro externo (se justificard mds
adelante).

Corolario 3.3. Sea una curva de ecuaciones u = u(s) y v = v(s) sobre la superficie
T(u,v), entonces la curvatura geodésica, en el punto que corresponda, de la curva dada
serd

= X Tl )8+ (28 X T )+ 0,200, ) (025
+[(T, X Ty N) + (2, x T, N)] (' ()0 (5)°) + (T, X T, N)(0'(5))°
+(T, x Ty, N) [/ (s)0"(s) — u"(s)0/(s)] -

DEM. Como la curva estéd sobre la superficie su ecuacién en funcién de s es T(u(s),v(s)),
luego el vector unitario ¢ satisface

ts) = - T(uls), v(s)) = Tu'(s) + 7' (s),

U

de donde
U(s) = T, (u/(s))” + T ()0 (s) + Tou'"(5) +
Ty, 0 (8)u/ (8) + Ty, (0/(5)) + T,0" ().
Sumando los dos términos iguales queda
F(s) = T"(5) + Tl (0 (5))% + 22l (5)0'(5) + T (0/(5))2 + T (5).

Efectuando ahora el producto mixto (£ x ¥, N), resulta

[{ 2x X iy N) + (T, X T)p,y, N)| u'(5)%0'(s) +

(@, % Tty N) + (2T, X Ty, N)] /()0 (8)% +

< '/U 'U'U77> U/

(@, % s)v"(s) — u"(s)v'(s)] - (58)
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3.3 Simbolos de Christoffel, formulas de Gauss y Weingarten, notacién
tensorial

Definicion 3.3. Introducimos los simbolos de Christoffel de primera especie

[11 1} <7” T >7 [117 2]: <f” T, >7 [127 1] = (f” T, >7 [127 2]: <f” fI)

uu’ u uu?r v uvr u uv?r v
[21 1} <7Zuvf;>7 [21’ 2] = <fgu7f;>7 [227 1] = (f;;vvf;% [22’ 2] = <TZU,TL>
y los de sequnda especie que se definen
Ty, = T, +THT, +huN
fzv = FIQE/ + P%QEL + h12W

Enunciamos los siguientes resultados, probando los mas simples, que pueden encon-
trarse a partir de la pagina 121 en adelante de [14].

Proposicién 3.3. (Obtencion de [ij, k|)
Se cumplen

1 1
1 1
1 1
_ 1 oy 1
[22 1] < vv7$;> = Fzﬁ - §G{uv [22 2] (z Zv? 2}) = §G,
DEM. Derivando (Z),, 7)) = E respecto de u y v, y (T,,,T,) = F respecto de u resultan
2 (T, To) = By 2T Ty = By (T T) + (T Ty) = F
En consecuencia ] 1
Analogamente derivando (xv,mv> G, respecto de v tenemos 2(7,, ., ) = G, por tanto
[22,2] = G),/2. Asimismo derivando (Z,,7,) = G, pero ahora respecto de u tendremos
2(z),, 7)) = Gl es decir [21,2] = G, etc,.etc.
O
Teorema 3.3. (Obtencion de Ffj Formulas de Gauss)
Se verifica
7, = 'L/, +I47, +hN
T, = DT, +117, + hieN
T, = I3, + 1%, + hypN.
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donde

hi1=e, hia=f, ha=g,

r _ GE,—2FF, + FE, 2 _ 2BF, — BB, - FE,
1 2(EG — F2) t 2(EG — F2)

o _ GE - FG, 2 _ BG, - FE,
12 2(EG — F2)’ 127 9(EG - F2)’

rL _ 2GF -GG, - FG, 2 _ BG,—2FF] + FG,
22 2(EG — F2) 22 2(EG — F?)

DEM. Todo vector puede expresarse como combinacién lineal de los tres vectores funda-
mentales del triedro mévil: 7, @, N. De acuerdo con la definicién de los simbolos de

Christoffel

—I! 1 — 2 —/ nT
LTyuw — Fllxu + Fllxv +huN
—I! 1 — 2 —/ nNT
LTyw — 11123’5u + F12$U + h1aN
—I 1 = 2 = N
‘T’Uv = F22l’u + P22$U + h22N

Multiplicando escalarmente por N las tres ecuaciones obtenemos

hll = <fgu>ﬁ> =6 h12 = <EZU>N> = fa h22 = <EZ1)7

N) =g.

Multiplicando escalarmente por T, y Z,, la primera ecuacién obtenemos el par de ecuaciones

Resolviendo en T'1;, T'?, por Cramer y substituyendo [11,1] y [11, 2] resulta

po o DLUG-NL2F _ GE, —2FF, + FE,

1 EG — F? 2(EG — F2)

re _ NL2AE—[1]F _2EF, - EE, - FE,
B EG — F2 B 2(EG — F?)

Volviendo a multiplicar escalarmente por Z,, y T, la segunda ecuacién obtenemos

[127 1] = <fgv7§;> =F F%Q + F F%Q

[12,2] = (z},,7,) = F T +G I, (60)

Resolviendo en T'},, I'%, por Cramer y substituyendo [12,1] y [12,2] resulta

r o 021G-[122F _ GE, - FG,
2= EG — F? ~ 2(EG - F?)
e _ [129E-[21]F _ EG, - FE,
2 EG — F?2 "~ 2(EG - F?)

Volviendo a multiplicar escalarmente por T, y T, la tercera ecuacién obtenemos

[227 1] = <fgv>f;> =FE 1—%2 +F F%Q
[227 2] = <Tgmfgj> =F F%Q +G F%%
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Resolviendo en T'3,, '3, por Cramer y substituyendo [22,1] y [22, 2] resulta
22,1]G — [22,2]F  2GF! — GG, — FG,

1
F22

EG — F? B 2(EG — F?)
re _ [222E-[221]F _ EG, - 2FF, + FG,
2 EG — F2 ~ 2(EG - F?)

Nmemotécnicamente es mas sencillo recordarlas en forma matricial:
I‘l B 1El
( 1’1%1 > = (g) ! < F/ El > 9
12
i, ) o ( SE, )
= (g t :
( Il (9) 3G

T%z) _ 1<Fé—§02>

donde

Teorema 3.4. (Fdérmulas de Weingarten)

Se verifica
— fF—eG_, eF— fEi,
N, =
v T BEG-F2" T EG-F2V
N = gF — fG:L” JF — QEE,
v EG—-F2?"" EG-F2""

O lo que es lo mismo llamando

N, = D»T, + poT,,
N, = @7, + @7,

(o)

Nétese que al ser —(g)~'h una matriz simétrica se puede afirmar que

(%) (%)

Entonces se cumple

DEM. Sabemos que

==/

S— _ ' _ _
€:_<x£uNu>v f:_<$:ﬁNv>:_<xénNu>v g:—<x;,,
Escribiendo
_, B B
N, = piT, + pT,,
— B B
N, = @7, + T,
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Multiplicando escalarmente por Z), y T, las dos ecuaciones anteriores, resultan dos sistemas
de dos ecuaciones con dos incégnitas

—e = pE+pF,
p1F + paG,
QB+ qF,
-9 = @F+@G.

[
- =
o

De donde resultan, aplicando trivialmente Cramer, las férmulas del enunciado. Que
analogamente

O]

Definicion 3.4. En lo que sigue introduciremos la notacion tensorial, que es particular-
mente util en el caso n dimensional. En primer lugar llamaremos

o= m)-(F6) w=-(ui)-(;1)
Asimismo se conoce como matriz de Weingarten a la matriz simétrica
W, =—g 'h.
Obsérvese que con esta motacion,

_ traza(¢g—'h
K =det(—g™'h), M= (29).
Por otro lado si convenimos en que T,, = T}, T),, = Th, y en el caso general Tgk =7, elc.,
se escribird
— =/
<xjvxk> = Yjk-
Nétese que si pasamos a hipersuperficies —variedades de dimension 3— sumergidas en R*.
Habriamos de tomar i,j € {1,2,3}. La matriz (g) = (@;‘75;@»]3',19:1) tendria dimension
3 x 3, etc.,
Asimismo, notaremos con

1,12
= (% % )= [ O F
921 922 EG _ F2 _F E
En todo lo que sigue utilizaremos el convenio de Finstein que prescinde de sumatorios, de
modo que > i, a; T}, se escribird como a;T., mientras que > . _ gi;du;du;, quedard como
=1 Y1ty 1Y) q i,j7=1 g’Lj 2 72 q
gijduidu;, y un producto matricial, por ejemplo el ¢;j = Y )_; aby;, se simbolizard como
Cij = Qikbr;-

Entendiendo que cuando se repita un indice en dos factores hay que sumar respecto de
dicho indice. Los valores que toman los indices quedan claros en el contexto, en el caso
que nos ocupa i, j, k,r € {1,2}, en el caso general i, j, k,r € {1,2,...,n}. Ndtese que con
este convenio tiene sentido escribir

9i;9°" = Sir,

1 s1 1=k,

donde 0;, es la delta de Kronecker, es decir 0;, = { 0 si itk
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Ejemplo 3.4.
a) Las formulas de Gauss con notacion tensorial son (hay que sumar en k)
T;/] = Ffjfk + hijﬁ

b) Las ecuaciones de Weingarten® con notacion tensorial, se escribirian (hay que
sumar enr y en j)

-/

= —(hig" + hiog™ )T}
= —(hig" + hiag®™ )T — (hing"? + hing®)T5.

Para completar nuestras reflexiones sobre la notacién tensorial probemos el siguiente
teorema que resume los calculos de los tres anteriores con elegante brevedad y ademas es

muy facil de memorizar.

Teorema 3.5. Se cumplen

o1 1 (0gi,  Ogjr  Ogij
. 1 09i . 09jk  09ij
ro _ kr — kT Ik _ J
)T = iR = g (G G- (63)

DEM. Obviamente (T}, Z)) = gix. Se cumplirdn

gk O 1ot oy — 3 4 (37

Ak = () = (@ + (@)
7 J

99,k 9 . 7. T

R AR ARYCAA

8g-‘ 0 ., T —

T = Tl ah) = (@) + (T

Sumando las dos primeras y restando la iltima, teniendo en cuenta la conmutatividad
del producto escalar y el teorema de Schwarz, tenemos

dgi. | 091 0gij 0 .
8uj 8’U,Z 8’U,k <:C xk> [Zj7 kL

I

5 . . . . s .
95Requieren una explicacién que veremos en una proposicién separadamente. Llamando (gij) ala primera

forma cuadratica y (hi;) a la segunda se tiene

No\_ (e f\(E F\ [z,

N, | fg F G z, )’
es decir N; = —hikgkjf'j, siendo gijgjk = d;k, con el convenio de suma de indices mudos de Einstein.
La matriz W, = —(hg ') = —g 'h permite definir el operador “shape”, Petersen, o de Weingarten.
Sus autovalores son las curvaturas principales y los autovectores correspondientes son las componentes de

{Z;}i=1, que nos permiten obtener las direcciones principales (ver pags. 179-180 [2], en hipersuperficies
ver pag. 47 de [6] ) como vectores n dimensionales.
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de donde

. 1 (0gi.  Ogjr  0gij
K== . .
;K] 2 <8uj + ou;  Ouy,

Luego hemos demostrado la primera igualdad. Veamos la segunda. Por la definicién

f;/] S + hwﬁ

T
Multiplicando escalarmente por T, y recordando que (T;,T;) = g;j, y que T}, L N ten-
dremos
(@i Th) = [ig, k] = T g
Definimos (¢g*) como la matriz inversa de (g,), por tanto gxg® = 6,;. Multiplicando
ambos miembros por ¢, resulta

si ahora cambiamos la letra [ por la r para que resulte el enunciado, tendremos finalmente

que
kr _ lgk’" 0gik n 9gjk  0gij

iy =i, Kl g
O

Ejemplo 3.5. Veamos como funcionan las formulas del teorema 3.5. Imaginemos que
deseamos calcular [11,1] y [11,2], se tendrd de acuerdo con la formula (62) que

1 (0g11 | 9911 Ogn
111 = 2<8u + ou  Ou
1 1
= — E/ El — E/ = 7E/.
1 (0g12 0Og12  Ogn L / /
11,2 = - - =5 F+F,-E
[11,2] 2<8u+8u o )~z Bt Bm B

1

Estos simbolos de Christoffel coinciden obviamente con los calculados anteriormente por
el otro método. Calculemos ahora T3, utilizando la férmula (63). Tendremos

D%, = g2 12,1] = g?'[12,1] + ?2[12,2). (64)

Resulta aplicando (62) que

= 5 (G e %)
= %(E;JFF{L—F;):%E;.

22 = g (GG = s (e
= 5.
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Asimismo tendremos que

g2 = —F g2 = E
EG — F?’ EG — F?’

En consecuencia, substituyendo todos estos valores en (64) resultard

F /1 E (1
F2 - - 7E/ I a4
2 T pg_pe <2 ”) e (2G“>

EG! — FE!
2(EG — F?)’

que también es el valor calculado anteriormente.
Corolario 3.4. Si el sistema de curvas paramétricas es ortogonal con i,j,r € {1,2},

entonces
r_ L (99  O9ir _ O
S 2 Grr aU] auz aur

(sin sumas respecto de i, j o r).

DEM. Al ser F = 0, es decir, g12 = g21 = 0. Por tanto g'' = 1/g11, ¢*22 = 1/gn y
g*! = g'2 = 0, la consecuencia es inmediata, ya que en It = g lig, 1] + ¢*[ig, 2], sir =1
se anula el segundo y si 7 = 2 se anula el primero por la ortogonalidad.

O]

Corolario 3.5. Sea un sistema de curvas paramétricas ortogonal, con i,j,r € {1,2}, se
cumplen:

.. 1 agrr
Sij=r, ent T = .
a) Si j=r, entonces I}, T
S —1 Og
b) Sii= , ent Il = .
) Sii=j#r, entonces I'l; 200 Oty

DEM.

a) Resulta inmediata ya que si en el corolario anterior hacemos j = r, el primero y el
ultimo sumando se cancelan, y queda el segundo.

b) Si hacemos i = j con r # i = j, es claro por la ortogonalidad g;» = g;»r = 0 y solo
queda el ultimo sumando.

O]

Observacién 3.5. Las constantes de Christoffel solo dependen de la primera forma y de
sus derivadas, pero obviamente si varian con la parametrizacion utilizada. Verificar que
las constantes de Christoffel para T(u,v) = [cos(u + v),sen(u + v),sen(u)], u,v € [0, 27],
no son todas nulas como ocurre si escojemos T(u,v) = [cos(v),sen(v),u], v € [0,27] y
u € [—1,1] y sin embargo se trata de la misma superficie.

Observacién 3.6. Por Schwartz se cumple, al ser T., = Tu,, y aunque no se introdu-
jeron T3, y T3, podemos considerarlos, y por ello resulta claro que F’{j = F;Z Utilizando
esta observacion y los dos corolarios anteriores cubrimos todos los posibles casos para un
sistema de coordenadas paramétricas ortogonales con i,j,r € {1,2}.
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Corolario 3.6. Si las curvas paramétricas son ortogonales por los corolarios 3.4 y 3.5 los

simbolos de Christoffel son:

E! E!
Mh=5p Th=-3
E! G,
r,=ri = 3 v 2, =13 = 725‘
G, G,
r§2:——2“ r§2:—2é.

Ejemplo 3.6. En el plano®® ds? = dx? + dy?, es decir F =0 y E = G = 1, resulta que
F%l:F%:F%Q:F%Q:F%Q:F%:O'

Ejemplo 3.7. Sea la esfera® T(u,v) = [rcosucosv,rsenvcosu,rsenu|, entonces se
tiene que ds® = r? du?® +1r? cos?(u)dv?, es decir E =r%, F =0 y G = r?cos®(u), de donde
E|, =E, =G, =0y en consecuencia

1 _ p2 _pl o _pl o

I = T =Tp=Ty=0,

2o o2 Gl _ —2r? cosusen u __senu
12 279G 272 cos?(u) cosu’

G, 2r?cosusenu
2E 22

Proposicién 3.4. I'l, =T%, =0, si y solo si, la superficie es de traslacion.

ri, = = cos(u) sen(u).

DEM. Es inmediata teniendo en cuenta que T(u,v) = @(u) + B(v), i.e. T, = 0. O
Proposicion 3.5. La formula de Weingarten puede escribirse

., L

N; = —(hg, ¢™) ).
Es decir es cierto el producto matricial del pie de la pdgina 87 y el apartado b) de la
observacion 3.4.

DEM. Cambiaremos un poco la notacion y llamaremos i1 = p1, a1a = p2, Qo1 = q1 Y
— _ L. _
a2 = g2, tendremos que N; = a;;¥;. Multipliquemos escalarmente por 7y, sabemos”® que

<N;7f;> = —h;. En consecuencia
(Nj, ) = —hir = <f;,f;>
= Q45 Gjr-

De donde «;; gjr = —hr, luego multiplicando por g’”k ambos miembros resultara

aij gir g7 = —(hir g,

luego a0 = iy = —(hir g"%). en consecuencia y cambiando k por j tendremos
aij = —(hir g"7), r es un indice mudo que preferimos cambiar por k y finalmente N/ =
_(hik gk]) f; ]

9En polares T(p, 0) = [pcos 0, psind), es claro que ds*> = dp® + p*df*, con E=1, F=0y G = p°.

9TObsérvese aunque eso es irrelevante que los polos estan el eje OZ.

9 Recordemos que (N, T,) = —e = —h11, (No, @) = —f = —haa, (N,,T,) = —f = —ha1 y finalmente
que (N, T,) = —g = —ha.
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3.4 Isometrias entre superficies

El problema de construir mapas de la tierra— representaciones planas de regiones que
no lo son— planteé la cuestion matemadtica de la existencia de una proyeccién ideal que
aplicara g : R — R2, R C S?%, donde S? es la esfera de radio unidad, que preservara
longitudes, angulos y areas. Esta aplicacién ideal, utilizando terminologia arcaica, se
denomino “desarrollo de la esfera sobre el plano”. Euler probé (ver pag. 116 de [3]) que
tal desarrollo era imposible. Una extensién natural de este problema es el de determinar
que desarrollos de una superficie sobre otra son posibles y qué propiedades conservan.
El motivo de introducir este epigrafe es, ademas, el de entender plenamente el teorema
egregium de Gauss que veremos mas adelante.

Recordemos, por un lado, la definicién de difeomorfismo entre dos superficies Sy y So
—consideradas como conjuntos de puntos con una métrica sobre ellas dada por la primera
forma — es, como sabemos, una aplicacién biyectiva doblemente diferenciable. Por otro
lado una aplicacién ¢ : S1 — Sy se dice isométrica, si y solo si, Vp,q € Sy se cumple que
dy(p,q) = d2(d(p), #(q)). Nétese que en nuestro caso la métrica cambia con cada punto y
cambia también al pasar de S7 a Sy. Necesitamos por tanto clarificar esta definicién de
isometria. Asimismo recordemos también que la primera forma se define como

dszz(du,dv)<§ g)(jﬁ)

Notaremos con T),(.S) al plano paralelo al plano tangente a .S en p, que pasa por el origen.
El conjunto 7,(S) C R? puede considerarse como un conjunto de direcciones, o de vectores
libres, de dos componentes, que queda fijo una vez escogido el punto p.

La primera forma, variable con p, permite que el producto escalar standard de R®
restringido a 7T},(.S), pueda expresarse respecto a una base, también variable con p, en la
siguiente forma, ya utilizada en la pagina 59. Para todo par de vectores wi,ws € Tp(S),
dados por sus componentes respecto de la base {Z,,, T, }, es decir si w; = 1T, + S1T,, y
Wa = o, + [T, su producto escalar es

@ = i (4 og ) (5):

El subindice p no indica que el producto escalar no sea el usual, que por supuesto si lo es,
sino que nos recuerda que estamos en T,,(S) y la base es {7, 7, }, fijos, una vez escogido
D.

Definicién 3.5. Dadas dos superficies” Sy y Sa, cada una de ellas provista de su propia
métrica, llamaremos isometria entre superficies a un difeomorfismo ¢ : S — Sy que
ademdas conserva las distancias —obviamente medidas sobre la superficies—, o lo que es lo
mismo, si para todo punto p € S y para todo par de vectores Wy, ws € Tp(S1), se cumple
que

(w1, Wa)p = (H(wW1), (W2))p(p)-

Donde!® por ¢(w) entendemos lo siguiente. Si en el punto p € Sy, W € Ty(S1) es
el vector tangente a una cierta curva y(t) = T(u(t),v(t)) que pasa por p, esa curva se

9 Obviamente cuando se corta para realizar la isometria (los tres ejemplos clasicos), la curva de corte
debe ser eliminada de la superficie de partida, ya que si escogiésemos dos puntos cercanos pero cada uno
de ellos a un lado del corte no se satisfaria el ser isométrica.

10074, aplicacién diferenciable entre superficies induce una aplicacién lineal entre los planos tangentes
en puntos correspondientes (ver pag. 105 [3]).
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transformard mediante la aplicacion ¢ en la curva (¢ o T)(u(t),v(t)), entonces p(w) €
Ty(p)S2 es justamente el vector tangente a la curva transformada.
La eleccion del término isometria esta plenamente justificada ya que

ds? = |7, du + T,dv|* = (T, du + T,,dv, T, du + T)ydv) = (dT, dT),.
Por otro lado tenemos que Z(u,v) = (¢ o T)(u,v), y por tanto

dsi = (dz,dz), = ($(dT), $(dT)) ()
= (Zdu+7Z,dv, 7z, du + Z,dv) = (dz,dz)
= [Z,du+Z,dv|* = dsi.
Los ejemplos més simples de isometrias provienen de las traslaciones y giros en R3. Una
homotecia —obviamente si la razén es k # 1— no es una isometria. Pero hay isometrias que
no son movimientos rigidos (es decir traslaciones o rotaciones). Por ejemplo si relacionamos

los puntos de un cilindro finito (y sin un meridiano) con los puntos del rectangulo plano
que resulta de desarrollarlo estariamos ante una isometria que no es un movimiento rigido.

Definicion 3.6. Llamaremos intrinsecas a las propiedades que se conservan tras una
isometria entre superficies y extrinsecas a las que no.

Para ilustrar mejor lo que es una isometria entre superficies veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.8. Consideremos la superficie Si
ZT(u1,v1) = [ug cosvy, ug senvy, ¢ arg cosh(ﬂ)]
c

101

que es un catenoide . Por otro lado sea el helicoide recto, que llamaremos S

Y(ug, v2) = [ug cos ve, ug sin vy, avsy).

Si calculamos la primera forma cuadrdtica para ambas superficies resulta que

cos vy, senvy, 1/+/(ug/c)? — 1]

—/
€T =

w [
Ei}l = [_ul sen v, 41 Cos vy, 0]
Yy, = [cOsva,senwvs, 0],
Uy = [—uzsenuvy,ugcosuvy,al.

De donde tenemos para Sy

E =1+ = Fi=0, Gy=u}
u

y procediendo andlogamente para So queda

Ey,=1, F, =0, ngug—i—aQ.

'91Habitualmente el catenoide se parametriza z(w,v) = [ccosh(%)cosv, ccosh(¥)sinv,w] . Basta con
hacer el cambio de variable w = carg cosh(u/c), para obtener T(u,v) = [ucos(v), usen(v), carg cosh(u/c)].
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es decir

2
2 uy 2 27 2
dsy —5——5 duj + ujdvy,
uy —c
dss = duj+ (uj + a®)dvs.
St hacemos a = ¢, vo = v, Yy up = \/u% +a2 oug = \/u% — a2, tendremos que
2uiduq u?
dug = ————— du% = ﬁdu%
2/u? —a? us —a
1
queda
ds? = ds3.

Luego la aplicacion'®? ¢ : Sy — Sa, tras escoger a = ¢, que resulta es

(u2,v2) = (ur,v1) = (\/uf — a2, v1), (65)

que es claramente biunivoca siempre que escojamos v1 € (0,27) y a < uy; < 2a, o lo que
es lo mismo vy € (0,2m) y 0 < up < av/3. Las primeras formas son iguales en puntos
correspondientes. Ademds si calculamos la curvatura gaussiana del catenoide tenemos

o — —a?
t= uf  (ud+a?)?’

Por otro lado la curvatura gaussiana del helicoide recto es

2 2
—a —c

Ky = - ¢ _ Kk

(u3 + a2)? uf ’

pudiendo verificarse que (65) nos permite escribir que Ko = Ki. Esto prueba que entre
los puntos de un catenoide y los de un helicoide recto puede establecer una correspon-
dencia —difeomorfismo isométrico— tal que son iguales los valores de E, F' y G en puntos
correspondientes, y por tanto, tienen la misma curvatura gaussiana.

Las circunferencias del catenoide se transforman en las hélices del helicoide y las cate-
narias del catenoide se convierten en rectas perpendiculares al eje en el helicoide. Hay
algunas prequntas naturales ;Se conservan las geodésicas'®? ;Se conservan las dreas'®*?
sSe conservan los dngulos'®® 2. La primera tiene respuesta afirmativa, mientras que es

negativa para las otras dos.

Observacion 3.7. En el contexto de las transformaciones isométricas también es natural
que nos prequntemos, dadas dos superficies con métricas ds3 y ds3, ;cuando existe una
transformacion isométrica ¢ : S — Sa tal que ds? = ds3 se satisfaga? Asi enunciado
se denomina problema de Minding. El problema de la representacion isométrica también
puede enfocarse de otro modo. Dada una forma cuadrdtica definida positiva, hallar todas
las superficies que admiten esta como primera forma. Asi planteado se denomina problema
de Bour.

102Tvas eliminar la curva de corte, en este ejemplo vy = 0.
103,Se trata de una transformacién geodésica? Se prueba (pag 203 de [14]) que toda transformacién
isométrica es también geodésica, pero no reciprocamente.

104, Se trata de una transformacién equivalente?

105, Se trata de una transformacién conforme?
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3.5 Ecuaciones de compatibilidad Gauss-Codazzi y Mainardi-Codazzi,
féormula de Brioschi

Los dos siguientes teoremas conocidos como de Gauss-Codazzi o Gauss-Mainardi-Codazzi
son consecuencia directa de las férmulas de Gauss. Pero requieren la introduccién del
tensor mixto de Riemann para abreviar convenientemente los enunciados, lo que hare-
mos en la siguiente definicion. En esta primera fase debemos interpretar R?jk como una
mera abreviatura. Se reserva la denominacién de tensor curvatura de Riemann al tensor
covariante que introduciremos mas adelante.

Definicién 3.7. Se introduce el simbolo de Riemann (tensor de curvatura mizto de Riemann-
Christoffel) para cualquier valor de n > 2, siguiente

orh  ork 2
R ik v < T Fh- _ r'rh )
zjk 8’&]' 3uk + ; ik rj g rk )
o con el convenio de Finstein, como
orh  arlk
R h _ (F A )
”k auj Guk

sumando en r. En el caso n = 2, es decir cuando i, j,k,h,r € {1,2} se tiene

ar?,

8F12

Ry = BN o +THTT, + TH T, — Tl — Tl
Riy = 8;3 861;12 +1y 1F 1o+ 15 — T4 2F — Ty,
Ry, = 853 8;21 + Daol'1y + 3515 — Ty Ty — T3, Thy,
Ry = X2 Oh rre rerg - rhrd, - T4,

Hemos senalado los términos que se simplifican.

Teorema 3.6. (Ecuaciones de compatibilidad-1 de Gauss )

Para n =2 y por tanto cuando K =

FK =

FK =

GK =

FK =

R%Ql = 8;31
R%Ql = 6;22 -
R%IQ = 8532 -
R%u = 8;52

arz,
- ou
art,
ov
ori,
ov
ar,
- ou

+T1 T,
+ T3,
+ T35,

+ I,

—T1,T +T1HTS,

— I
1

— Tl + T5T 0,

1 2
- F22P11

2 12
- F121—112'

2 1l
- F12F22

(eg — f?/(EG — F?) se satisfacen las ecuaciones

(66)
(67)
(68)

(69)

DEM. Se verifica el teorema de Schwarz y se cumpliran las tres identidades siguientes

(T

)2} = (j{ziv);u

(@Yo = (@

uv
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La primera y la segunda identidad las escribimos utilizando las férmulas de Gauss como
como

0 — 0

%(rhz; + 12,7, 4+ eN) = o —(I'Lz, + 14,7, + fN) (70)
0 — 0 —
%(F%zfg + F%QT; + fN) = %(me; + F%Qf{u +gN). (71)

= 7// 3
Tras derivar apareceran términos que dependen de @, ., @ | 0., N N , aplicamos de

nuevo las férmulas de Gauss y Weingarten para N ; y N ; Sacamos factor comun en
ambos miembros Z,,, T, y N. El lado izquierdo de la primera identidad queda como

9 — .
—z = (DL).Z, +Th|Z |+ @)z, + T2z |+ ¢ N, |+ e, N

av uu uv vU v

= Tz, +Th (F%ﬁ; +I'yT, + SN) |+ + ()T,

+T| (D3, + T80T, + gN) |+ ¢ (0T, + ¢oT,) |+ e, N
= ((Fh); + T}y + gy + e Q1) T,

+ (F%I); + T +THTS, +e 0) T,

+ (Fhf +Thg+ 62;) N.

Veamos el lado derecho de la primera identidad

0 . — _ — — —
%‘rgv = (i@, + T 70, |+ CL)LT, + T T, |+ f| N, |+ fiN

= (T, + T, (F%@Z +T%,7, + eN) |+ + (M),

+T15 (Dl + T, + SN) |+ fuN + f| (117, + po7))
= ((T1)y + Tl + THliy + f 1) T,

+ (Tlo)u + Tiol'ty + Tl + f p2) 7,

+ (Plae +ThHf + f1) N

Los vectores 7, 7, y N son linealmente independientes. Por otro lado de las férmulas de
Weingarten sabemos que
_ JF—eG el —fFE _gF - fG _ fF —gFE
=gc-F> " Ec-F> """ EG-F BT EG-F>
Identificando los coeficientes del lado derecho y del lado izquierdo para T, resulta

ori,
ov

gF — fG _ 0T
“BG_F2~ ou

fF —eG
EG - F?

+ Fl1F12 +THT, +e + F12F11 +T5T + f (72)

Identificando ahora los coeficientes del lado derecho y del lado izquierdo para T,
quedara

or2, ) fF—gE 0r%

el — fE
BN 1l +TT% + € EG_F2 ou

EG - F?%

+ Tl + T + f

(73)
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Haciendo lo mismo para los coeficientes de N en ambos miembros, tendremos

af

9 (74)

Oe
Th +9F11+a =el'{y + T+

una tercera identidad. La expresamos como

gi - gi = el'fy + [(TT —T1y) — 9T,
esta igualdad es la primera ecuacién (75) de Mainardi-Codazzi.
Simplificando y agrupando como en el enunciado las dos primeras identidades (72) y
(73), dan lugar repectivamente a (67) y (66).
Del mismo modo procedemos analogamente con la segunda identidad del principio.
Que daran lugar a otras 3 ecuaciones a partir de (71). Tras derivar y aplicar Weingarten
en ambos miembros, tenemos por un lado que

0 _ —
D = (L + T[T+ ()i, + Tl + £7 + T
= (T1o)y@, + T (D197, + TH7), + fN) |+ (FTy), 7, +
+T%9 (T, + T55T, + gN) |+ fiN + f| (01T, + ¢2T),)
= ((F%Q);; + Tiol1y + T3y + fa)®,
+ ((F%Q)/ +T5,1%, + fa2) T,
+(f, + I'lof + F129) N.
Por el otro
0 _ —
%fgv = (Do) @), + Tag Ty, |+ (T32)070 + Tag Ty |+ 94N + g N;

= (Lo @), + T3y T117, + T117, + eN) |+ (I',), T, +

+13y (T'loZ, + IT157, + fN) |+ g, N + g| (11T, + paT,)
= ((F%Q);; + Tl 4+ 3T, + gp1) T,

+ ((ng); + T5l%) + T35, + gp2) T,

+ (g;efég + fl“§2) N.

Identificando ahora los coeficientes de Z], tendremos
(Ti2)y + Tialls + Tl + fa1 = (T3o);, + Daal'yy + T3l s + gp1,

substituyendo los valores de ¢; y p1 y operando obtenemos (68).
Identificando los coeficiente de T} resultard

(T9)) + T1ol%s + fa2 = (T35), + T5ol'3) + 3,155 + gpo,

substituyendo los valores de g2 y p2 y operando obtenemos (69).
Identificando finalmente el coeficiente de N tendremos

0
Tlof +Thy+ = /

dg
v - ].—%26 + F%Zf + 877
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de donde

of Og
9 ou eLyy + f(T3; — ) — 9T,
Con lo que resulta (76), segunda férmula de Maninardi-Codazzi- O]

Teorema 3.7. (Ecuaciones de compatibilidad-2)
Las dos ecuaciones de Codazzi o Mainardi-Codazzi son

. R (- R e (75)
gij - gz = el + (T3 —Tiy) — 9Tl (76)
DEM. Ambas ecuaciones las hemos deducido en la demostracién del teorema anterior. La
condicién (N,), = (N,), si la hubiéramos desarrollado, nos habrfa dado otro método
de obtener estas dos ecuaciones, que como hemos senalado se denominan de Mainardi-
Codazzi. ]

Observacion 3.8. Si escogemos cualquiera de las ecuaciones (67), (66) o cualquier otra,
vemos que tienen en comun que contienen los coeficientes de la sequnda forma fundamen-
tal solamente en el numerador de (eg — f?)/(EG — F?), que es justamente la curvatura
gaussiana. Por tanto, cualquiera de las ecuaciones (67) o (66), etc., expresan la propiedad
de que la curvatura gaussiana depende solo de E, F y G y de sus derivadas'®®. Lo que en
realidad es una primera demostracion del teorema de egregium de Gauss.

Observacion 3.9. Las ecuaciones de compatibilidad (66), (67), (68) y (69), que hemos
visto, que en forma resumida quedan como

EK = Ry, (77)
FK = —Ri,,, (78)
GK = R, (79)
FK = —R%,. (80)

junto con las de Mainardi-Codazzi, se conocen como ecuaciones de compatibilidad. Se
utilizan en el Teorema Fundamental de la Teoria de Superficies, ver pdg. 122, para indagar,
dados los coeficientes de la primera y la sequnda forma E, F, G, y e, f, g, si existe
una cierta superficie que solucione el problema inverso. Pero para K debe emplearse la
expresion K = (eg — f2)/(EG — F?) y no la K obtenida a partir de la la férmula de
Brioschi, ya que de hacer esto ultimo solo detectariamos el fallo hasta que comprobdramos
las dos ecuaciones de Mainardi-Codacci.

Definicién 3.8. Se introduce también el tensor*97 covariante o tensor curvatura de Rie-

106Giempre podemos escoger como curvas coordenadas las lineas de curvatura y por tanto F' = 0. Vimos
que en ese caso en la expresion de las constantes de Christoffel solo aparecen los coeficientes de la primera
forma y sus derivadas

107pyede probarse que las componentes del tensor covariante de Riemann-Christoffel con més de dos
indices iguales son nulas. También se prueba que Rjixi = —Rijki, Rijik = —Rijrt, Rriij = Rijrt, Rijrl +
Riri; + Rijr = 0. Para el tensor mixto se tiene que R;M + Rilj + Rfjk = 0. Por ultimo tenemos que hay
(g) componentes de solo dos indices distintos; 3(7) de solo tres indices distintos y 2(") de cuatro indices

4
distintos. Por lo que componentes distintas hay (3) +3(%) + 2(}) = n®(n* — 1)/12. Nétese que si n = 2
tenemos 1 componente —nuestra familiar curvatura gaussiana—, si las variedades son tridimensionales n = 3
resultan 6 componentes no nulas: Ri212, Ri313, Ras23, Ri213, R2123, Rs132 (ver pag. 114 [13]) y si n = 4,

aparecen 20 componentes.
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mann al tensor de cuatro indices
n

Rijrn = E GirRipp, i€ Rijgn = gim R,
r=1

Proposicién 3.6. Se cumple para n = 2 que

R
K — 1212 -
911922 — 912

DEM. Multiplicando la tercera ecuacién (79) por E, la cuarta (80) por F' y restando,
utilizando luego el nuevo tensor covariante, y en el caso n = 2, tenemos!'?®

Ris19 = ERYjy + FR%, = (EG — F)K

luego finalmente
Ri212 Ri210
2 EG—F?  det(g)

Noétese que en el caso en que h es 2 x 2, la componente Ri212, es decir el correspondiente
menor 2 X 2, que va del al (en general R;ji = (hik, hji) — (hai, hj) donde (h) =

(hij)?le es la segunda forma), en este caso m = n — 1, con n = 3, la segunda forma esté

compuesta por escalares, y vale Ri212 = eg — f2. O

Definicién 3.9. Las ecuaciones (75) y (76), junto con (77), (78), (79) y (80), se conocen
como las seis ecuaciones de condicién. Fstas ecuaciones deben satisfacerse, ver Teorema
Fundamental de la Teoria de Superficies, pagina 122, para que dada una primera forma
E(u,v), F(u,v) y G(u,v) (supuesta definida positiva) y una sequnda forma e(u,v), f(u,v)
y g(u,v), exista una superficie T(u,v) que las tenga como tales.

Observacién 3.10. Las ecuaciones de Codazzi con notacion tensorial seriant®
O _ Oig  pr gy gy
- ikrg — Lgjlirk = U,
8Uj 8uk J

que suma en r. Notese que aunque aparentemente son 4 ecuaciones en realidad son solo
dos (i=k=1,7=2) e (i=k=1,7=2), las dos que aparecen en (75) y (76).

Ejercicio 3.4. Obtener las ecuaciones de Mainardi-Codazzi cuando F' = f = 0.

Observacion 3.11. Las aplicaciones de los teoremas de Gauss y de Maninardi-Codazzi,
aparte de los teoremas fundamentales, son varias. Sin entrar en detalles y siguiendo a
[14] pag 136, mencionaremos:

i) Se prueba que entre el catenoide y el helicoide recto puede establecerse una corre-
spondencia tal que sean iguales los valores de E, F' y G en puntos homdlogos y por
tanto tengan la misma curvatura de Gauss.

108Para n > 2 se define la curvatura gaussiana “por secciones” (ver pag. 258 de [3]) como K;; =
2 - . . . .
Rijij/(giigs; — 9i;), que es la que resulta K cuando n = 2. De hecho se dice que una hipersuperficie tiene
curvatura constante si y solo si son constantes todas sus curvaturas gaussianas “por secciones”.
109Para memorizarla substituyase en la del tensor mixto Fh[][] := b}, e igualese a cero.
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i1) La esfera es la tinica superficie en la que todos sus puntos son umbilicos.

i11) Teorema de Hilbert: En una region R de una superficie de curvatura gaussiana
constante y positiva, sin umbilicos, las curvaturas principales toman sus valores
extremos en el contorno.

iv) Teorema de Liebmann : La tinica superficie cerrada de curvatura constante y positiva
(desprovista de singularidades) es la esfera.

La expresion del teorema egregium de Gauss, que veremos mas adelante, y las férmulas
de Codazzi pueden ser escrita de varias maneras. F. Brioschi en 1852 dio una formulacion
de la curvatura de Gauss en las que F, F' y G intervienen de una forma simétrica.

Teorema 3.8. (Férmula de Brioschi para la curvatura gaussiana)

1 1
) —5 Bl Fly = 5G| 3EL Fi-%E, | | 0 3B, 3G,
K= . -|iE, E F
(EG — F?2)? F, — 3G, E F i 7 o
IYall 2~y
3G F G
2~V
(81)

DEM. Resulta inmediato de la propia definicién de e, f y g, y aplicando en el producto
de determinantes (correspondientes a los productos mixtos) la formula de Binet-Cauchy

resultarg!®
eqg — f? 1 ot N = —
1 (Tos Tow) | (T T) (Tis T) (T Tuw) | (Toos Ta) (T T)
= (EG _ F2)2 <f;7fgv> <E£u jg) <f;7§;> - <f;u fZﬂu> <§2u fil) <T;7f;>
<TI 7/ > <f/ f’) <f/ TI> <§/ 7! > <§/ f/> <TI §/>
v PYov vy v Yo v Yuv v Yy vy o

Como elementos de los determinantes aparecen E, F'y G, los simbolos [ij, k| y (T, %0, )
y también (Z// 7! ) v tenemos, utilizando una trivial propiedad de la suma de determi-

nantes, que

K 1 [D] [121} [1?2] [0] [12L;1] [1?2]
= =755 22,1 —| 12,1
(EG-FP || 22 F < | |(22 F G

Calculemos ahora
A ) —1 =
D - <xuu7 xvv) - <xuv7 xuv)‘
Sabemos que (z,,Z0,) = [22,1] = F, — G, por lo que derivando esta ultima expresién
respecto de u tendremos (), Zy,) + (%), 75,) = Fj, — 3G, También se cumple

que (z,,,70,) = [12,1] = 3E], luego derivando respecto de v resulta que (Th,,T0,) +

o —1 = =

) 1 T — X (T 25Ty TY)

ORecuérdese que e = (F'5, N) = (T//y, —Zfu ) = w2 w vl
w U /EG-F? VEG-F?

ete.,

99



(@,,7",) = $E,. Como se tiene que 2, = 2" y F), = F!},. Sumando y restando

u?r yv
(T3, T ») en la expresién que deseamos calcular, se tiene que
<EZu7EZv> - <EZ1;7§Z@> = <Eguvfgv> + <§;75Z;2> - <EgufZ/UQ> - <EwaZv>
0 0
= —|22,1] — —[12,1
8u[ 1] (%[ /1]
1 1 1/ 1 "
= _§Evv + Fuv - iGuu

De donde resulta el término recuadrado, para los restantes términos del determinante
basta con substituir los valores obtenidos en la pagina 83. O

Observacién 3.12. La primera formula de Brioschi es mds fdcil de memorizar como

1 @ty (L1 (12| | @al) (12,1] [12,2)

K=— 2t 21 B F |-| ({21 E F
_ 212 ’ )

(EG - F?) 22,2 F G n22 F G

Observacion 3.13. La formula de Brioschi nos proporcionard la sequnda manera de
probar el teorema egregium. Pero las formulas (81) y (82) son interesantes por si mismas.
Nétese que basta con conocer solo E, F y G sin mencion alguna a N. Permiten calcular la
curvatura gaussiana de variedades de dimension 2, sumergidas, por ejemplo en R™ como
en el ejemplo siquiente conn = 4; o K en el caso de las llamadas superficies abstractas'',

disco de Poincaré , hipersuperficie abstracta de Riemann, etc., ver capitulo 14 de [3].

Ejercicio 3.5. Probar que las curvaturas gaussianas de Z(u,v) = [u,v,uv, (u? — v?)/2]
y T(u,v) = [cosh(u)cos(v),cosh(u)sin(v), sinh(u) cos(v), sinh(u) sin(v)], son respectiva-
mente K = —2/(1+u?+v?)3 y K = —2/(cosh(2u))3. Nétese que para ambas T : R? — R*.
Ambas definen sendas superficies en R?, la primera se conoce como doble silla y la segunda
es conforme y por tanto regular.

Corolario 3.7. Si F' =0, entonces la formula de Brioschi pasa a ser

©=pra o (Vra) * an ()| ®

DEM. Se procede al contrario, derivamos en la férmula a la que deseamos llegar y tenemos

© = gza (o (vea) * o0 (V)
2VEG \Ou \NVEG ov \VEG
- -1 " " 1 (Eq/;)g ELG;

| (G | BG,
E G G E '

HIE] disco de Poincaré es M = {(u,v)[u® + v* < 4k*}, k > 0 y con la métrica ds® = 1/v(u,v)(du® +
dv?) siendo v(u,v) = 1 — (u® + v?)/(4k?). La hipersuperficie de Riemann tiene la métrica ds® =
(F(ut,...,un)) ?(duf + dus + ... + du?), con F(uy,...,un) = 1+ 237 up, con a € R, y resulta
ser una superficie de curvatura constante a. Si a = —1 y n = 3, obtenemos un modelo de la geometria no
FEuclidea de Bolyai-Lobachesvskii .
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Si hacemos F' = 0 en (81), queda

! 3P = 5G| 4B 3B, | | 0 3R 4G
ho= : > —|iE E 0
_ 2)2 AR
(EG — F?) E, - %Gu E 0 %G/ B0
§GU 0 G
= (Ei;) 1(E" —I—G” )EG—l—}(E;G;G) i(E/G/ )
( PG+ = (G’)

vemos que efectivamente se da la igualdad con la féormula que resulta tras hacer las
derivadas indicadas en la formula del enunciado. O

3.6 La ecuacion diferencial de las geodésicas y el teorema de Clairaut

Con las herramientas obtenidas en la seccién anterior proseguimos el estudio de las geodésicas.

Proposicién 3.7. La formula (58) utilizando los simbolos de Christoffel de sequnda es-
pecie, queda en la forma

Kg

VEG -2 (0)’TH + () (2%, — T1y) + /(') (T3, — 2T'1)

_(U/)3F%2 + uv" = u".

Todas las derivadas lo son respecto del pardmetro arco, y en los coeficientes y simbolos
hay que ponerlo todo en funcion del arco.

DEM. Recordemos que partimos de

kg = (Ty X Ty N)(W/(5))° + [(22, X Ty, N) + (@, % Ty, N)] (0 (5)*0'(5))
+[(@, X%WHQTLX%WH( "(8)0'(5)%) + (@, x Ty, N) (2 (5))°
(@, X T, N) [/ (s)0" (5) — u(5)v'(5)] - (83)

Utilizando la identidad de Lagrange se cumple que

(T (T T)

u? u u? v
(@ X T T X T | @B (@ Th)

<IL’ Xf// N> — uu? U

uw VEG—F2 VEG - F?
_ E1L,2] - F[11,1] m(E[n,g]_F[n,u)

VEG = F? EG — F? EG — F?

= VEG-F2T2,.

que I'; = [ij, k] g*", y sabemos que

11 _ G gl2 = g2 = —F g% = E
EG - F?% EG - F?% EG - F?
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Analogamente

R e = By
x ) = TeX T B FILA_ QUL p, /G
wx Wy = Tr LT T FRA PR g, /pG -,
(@, x T, W) = “4i%%f@2“3=5“3géfile:—rbwfa_pq
@ x ) = D XTI xTR) FR2Y-GRAY o pe

VEG — F? VEG — F?
(@, xT,,N) = \EG-F2.

Substituyendo todas estas identidades en (83), resulta la férmula del enunciado. O

Proposicion 3.8. Las geodésicas satisfacen la siguiente ecuacion,
"/ I/ / / /
u"v' —u'v" =T (')’ + (2% — Ty (')
2 LN, 700 \2 1 (13
+ (Igg — 20 p)u’(v)” — I'gp(v')”,
incluso si la derivacion es respecto de un pardametro arbitrario

DEM. Si en la proposicién 3.7 hacemos k4 = 0, como vVEG — F? > 0 y tomamos una
variable intermedia t podemos escribir

du dudt dv dvdt

ds  dtds’ ds dtds

Pu  Pu (dt\? dudt  dPv dPo (dt\? dvd?t
(%) (&)~

PRl T Hds? ds . a

El término de la izquierda en la férmula del enunciado pasa a ser tras la cancelacién

dudtv dvdu _[dudv dvdu) (dt)’
ds ds® dsds? | dt dt2 dt dt? | \ds) ’

y substituyendo en todos los sumandos de la derecha se saca tanto en la derecha como en
la izquierda (dt/ds)? factor comiin, canceldndolo, todo queda en derivadas respecto de t.
Luego la ecuacién del enunciado continua siendo vélida aunque la derivacién sea respecto
de un pardametro arbitrario ¢. O

Observacién 3.14. El anterior corolario muestra que kg solo depende de E, F' y G, de
sus primeras derivadas y de u', u”, v' y v"”, es decir: la curvatura geodésica o tangencial
es Invariante respecto de las flexiones. Dicho de otro modo el ser geodésica o no es una
propiedad intrinseca de la superficie''?. Este resultado se conoce como teorema de Minding.

128y, importancia en la teorfa de la relatividad es patente, ya que la trayectoria de una rayo de luz
sigue una geodésica en el espacio-tiempo . Estas geodésicas se deforman de acuerdo con la curvatura de
la variedad. De ahi la identificacién entre gravedad y curvatura en el espacio-tiempo. La curvatura en
espacios de dimensién superior tiene cardcter tensorial. Concretamente si la variedad tiene n grados de
libertad, entonces la curvatura es un tensor de n?(n® — 1)/12 componentes. Para n = 2, caso que nos
ocupa, resulta (4 -3)/12 = 1, es decir el tensor es un escalar.
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Proposicion 3.9. Las curvaturas geodésicas de las curvas coordenadas son

VEG-F? G

Kg), — = -r1! ——, st F=0 = (kg),_ = .
( g)u_cte. 22 eNlE, ( g)u_cte. OGVE
VvVEG — F?2 E!
_ete, = Thr—"T ) | F=0 = ot
(’ig)fufcte. 11 EVE St (“g)vfcte. YoNle

DEM. Sabemos que
ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv*.

Haciendo u = cte. obtenemos ds? = Gdv?, es decir ds = v/Gdv, o lo que es lo mismo,
v'(s) = 1/V/G y ademds v/ = «” = 0, y substituyendo en la proposicién 3.7 resulta la
primera de las féormulas del enunciado. Analogamente haciendo v = cte., obtenemos que
ds = VEdu y v =v" =0, es decir v/(s) = 1/VE, y volviendo a utilizar el resultado de
3.7 obtenemos la segunda férmula del enunciado. Si F' = 0 sabemos que I'}, = 532G/, y
también que ['?, = Q_—GIE{} y simplificando resultan las otras dos férmulas del enunciado. [J

Ejercicio 3.6. Dada la esfera T(u,v) = [rcos(u) cos(v), r cos(u) sin(v), r sin(u)], estudiar
la curvatura geodésica de meridianos y paralelos ;Para que latitud la curvatura geodésica
de un paralelo es maxima y/o minima?. Estudiar la curvatura geodésica de las curvas
paramétricas para las parametrizaciones habituales del cilindro y del cono.

Proposicién 3.10. (Las geodésicas en su forma mds habitual)
Las lineas geodésicas satisfacen las ecuaciones diferenciales

d*u du\? du dv dv
— 4T (= oMiy—— +T3, [ — =0
gz 1 (ds) TRy T (ds) ’

d?v du\? du dv dv 2
— +1? o2, —— +T1%, [ — =0
g2 1 (ds> TRy T (ds) ’

con la notacion tensorial
up, + wjus T =0, m=1,2.
DeM. Como sabemos que a lo largo de las geodésicas N = 47, tenemos que se cumplen
(m,z,) =0, (m,z,) =0,
o lo que es lo mismo (recuérdese que en 7' = k7 la derivacién es respecto a s),
(f/,fi) =0, <f’,f;> = 0. (84)
Utilizando ahora la anteriormente calculada

U(s) = Tu(u'(s)” + +T,u/ (s)0'(s) + T (s) +
Ty ()0 (5) + T, (V' (5))% + 70" (5).
Tendremos que las férmulas (84) se transforman en

(@ T ()2 + 2(T0, T )V + (T, Ty (V)% + B + Fu" = 0,

/!
uu? xu VU
!/
'1:1)

(@ TN + 20T, T + (T T) ()2 + Fu 4 G0 =

uu?
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que podemos reescribir como

[11,1](u")? + 2 12, 1)u/v" + [22,1)(v")? + Bu” + Fo" = 0,
[11,2](u')* 4 2 [12, 2Ju’v’ + [22,2](v)) + Fu” + Gv” = 0.
Seguiremos la demostracién utilizando la notacién tensorial. El anterior par de ecuaciones

se escribirian
. . i "
[ij, k] wiu; + grj u; =0, r=1,2.

m o__ [;4 km AT km kmo g "no__
T = R . 5 i = i — )
Sabemos que Iy [ij, kg Multiplicando por g y COmMo gp; g~ " u mUj = Up,
finalmente queda
u%—}—u;u; I =0, m=1,2.
que son las ecuaciones del enunciado. ]

Observacién 3.15. Podria parecer extrano que una sola condicion kg = 0 diera lugar a
las dos ecuaciones de la proposicion 3.10, pensemos sin embargo que estan ligadas por la
relacion ds®* = Edu® + 2Fdudv + Gdv?.

Ejemplo 3.9. Las expresiones analiticas anteriores nos permiten determinar de modo
inmediato las geodésicas del plano. El elemento de linea en el plano es ds* = du® + dv?,
es decir F =0, y E =G = 1. Por tanto todos los simbolos de Christoffel son nulos y las
ecuaciones se convierten en

=0, V" =0.

Trivialmente integrables como v’ = a1 yv' = as, y u = a1s+ by, v = ass + b, ecuaciones
paramétricas de una recta, que es la geodésica en el plano.

Ejemplo 3.10. Sea [A(u), u(u)] una curva definida en el plano OXZ, si la hacemos girar
en torno al eje OZ, tenemos la superficie

ZT(u,v) = [A(u) cos(v), A(u) sin(v), p(u)].

Calculemos en primer lugar £, F y G. Tendremos

z,, = [N(u)cosv, N (u)senv,u (u)]
Z, = [=A(u)senv, A(u)cosv,0].
Luego
E = @,7) = N(u)?cos® v+ N(u)?sen® v + p' (u)? = N (u)? + 1/ (u)?,
F = <j;“j;> =0,
G = (@,7) = Mu)?sen® v + A(u)? cos> v = \(u)?

Como F =0, los simbolos de Christoffel serdn

! El
=9 =5
1 1 E{; 2 2 L
F12:F21:ﬁ F12:F21:%
I __Cit 2 _Ci)
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Luego tendremos por un lado

NN (u) + /()" (u) o _ AN(u) 1 AMwN(w)
= N(u)? + ' (u)? F”"Mm’ Pz N(u)® + i (u)® (85)

y por otro 12, = T3, =T}, = 0. Luego las ecuaciones diferenciales serdn

Pu N(wp(w) + Nl (u) (du)® AN () (dv)’

a2 N () <d) N(w)? + 1 (u)? (d) 0, (86)
v N(u)dudv
@”A()dsds = 0. (8

Podemos proseguir analiticamente, aunque las conclusiones que obtendremos se podrian
obtener directamente de la definicion. No obstante (89)es interesante en si misma.
Empecemos por (87), pues parece mds sencilla que (86), tendremos

v"(s) 2/\/( u)du
v'(s) Au) ds

Luego integrando queda

d d d
ﬁlnv (s)+ s In\(u)? = s In(c) = '(s) = /\(2)2 = Mu)’dv = cds.
Remarquemos la formula obtenida que utilizaremos luego en el teorema de Clairaut.
v (s)A(u)? = c. (88)

FElevando al cuadrado y utilizando el valor de ds® en este caso queda
Au)tdv? = ¢ (N (u)? + ' (u)?)du? + A(u)?dv?) .

de donde
Aw)2(Mw)? — )dv? = AN (u)? + 1/ (u)?)du?,

extrayendo la raiz cuadrada, despejando v, y aplicando el teorema fundamental del cdlculo,

resulta
)\/
/ VAW O o). (89)
uo (t — C2
Si ¢ =0 esta ecuacion nos proporciona v(u) =v(ug) = cte. que es un meridiano. Los

mertdianos son pues geodésicas.
Por otro lado si consideramos u = cte., es decir un paralelo, y substituimos en (87)
obtenemos que v" =0, en consecuencia v' = cte. La ecuacidn (86) se convierte ahora en

/
NN () o
N () + 10 (w)?
Con objeto de que el paralelo sea geodésica, es necesario que v’ # 0; y como N (u)? +
W (u)? # 0, por ser la primera forma definida positiva, y A(u) # 0, lo que implicaria corte
con el eje de revolucion, se tiene que cumplir que X (u) = 0.

FEsto hay que interpretarlo como que dicho paralelo es generado por un punto de la curva
generatriz cuya tangente solo tenga componente vertical, es decir [N (u), ¢/ (u)] = [0, /], o
lo que es lo mismo que dicha tangente sea paralela al eje de revolucion.

Esta condicion es claramente suficiente, puesto que la normal al paralelo coincide con
la normal a la superficie. Establezcamos estas propiedades mediante una proposicion.

105



Proposicion 3.11. Dada una superficie de revolucion se cumplen:

i) Todos los meridianos son siempre geodésicas.

i1) Los unicos paralelos que son geodésicas son aquellos que en los puntos de interseccion
con los meridianos tienen la tangente al meridiano paralela'™® al eje de revolucion.

Ejemplo 3.11. Un ejemplo de paralelos que son geodésicas son el ecuador en la esfera,
o0 los paralelos internos y externos del toro, no asi los paralelos superior e inferior. En el
cono no hay paralelos que sean geodésicas por contra de lo que ocurre en el cilindro en el
que todos los paralelos son geodésicas, etc., etc.

El siguiente teorema nos proporciona una mayor informacién sobre las geodésicas de
las superficies de revolucién. Estos resultados podrian extenderse (ver [11], pag. 353) a
las superficies, entre las que estan las de revolucién, con una primera forma tal que F' =0
y E y G solo dependen de u o de v, pero no de ambas. A una parametrizacion de este
tipo se la denomina parametrizacién de Clairaut.

Teorema 3.9. (Teorema de Clairaut)
Dada una superficie de revolucion parametrizada como

Z(u,v) = [A(u) cos(v), A(u) sinv, p(u)],

st llamamos 0 al dngulo que la tangente a una geodésica forma con el paralelo de radio
A(u) entonces
AMu) cos @ = ¢ = cte.

DEM. Hemos visto que para una superficie de revolucién las geodésicas satisfacen (88), es
decir
v'(s)M(u)? = cte. = c.

El angulo entre dos direcciones sobre una superficie viene dado por

Edubu + (Fdudv + Fdvdu) + Gdvév
VEdu? + 2Fdudv + Gdv2v/Edu2 + 2Fdudv + Gov?’

si hacemos u = cte, es decir un paralelo, resultara du = 0, y tendremos

cosf =

Fdudv + Gdvdv

VEdu2 + 2Fdudv + Gdv2v/ G2
Fdu + Gdv

VGVEduZ + 2Fdudv + Gdv?

cos =

Ademas F' = 0, luego
VGdv

VEdu® + Gdv?’
Teniendo en cuenta que la parametrizacion es respecto al arco
VG V' (s)
VEU (5)2 4 Gv/(s)?

cost =

cosf =

13Resulta trivial probar que si la tangente al meridiano es perpendicular al eje, entonces Kg = k. Enten-
diendo por k la curvatura ordinaria del paralelo en cuestion.
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Hemos visto que G' = X (u)?, luego multiplicando por A(u)

B Au)? v/ (s) B c
Mu) cos(®) = VEU (52 +Gu'(s)2  /Eu(s)? + Gu'(s)? (50)

Veamos ahora que el denominador vale justamente la unidad. En efecto, si consideramos
un vector ¢ tangente a la geodésica, utilizando las ecuaciones

_ dT
(s) = 5 =T () + T (s),

este vector es tal que su médulo al cuadrado, presuponiendo F' = 0 que es el caso, vale
(#(s),1(s)) = (@, T (5)? + (T, T, )0 ()%,
= Eu(s)*+Gv'(s)%

Pero sabemos que cuando expresamos ¢ como dZ/ds, es decir respecto del arco, el vector
tangente es unitario. Por tanto \/Eu/(s)2 + Gv/(s)2 = 1 y resulta que (90) queda

A(u) cos(0) = c.
En una superficie de revoluciéon parametrizada en la forma
T(u,v) = [A(u) cos(v), A(u) sen(v), p(u)],

el valor A(u) es el radio del paralelo para un wu fijo, por lo que la ecuacién anterior tiene
una interpretacién geométrica sencilla. O

Definiciéon 3.10. Al valor de la constante ¢ asociado a cada geodésica de una superficie
de revolucion se le suele llamar slant de la geodésica. Obuviamente los meridianos tienen
slant nulo.

Observacion 3.16. Ndtese que conforme varia A(u), varia necesariamente 6, con objeto
de mantener el producto A(u)cosf constante. Cuando el cuello de la superficie de revo-
lucion se reduce a cero —caso del cono o del paraboloide— se llega a un valor ug para el
que justamente 0 = 0, en el que la geodésica serd tangente a un paralelo y rebotard contra
él. El valor del radio para ese punto es A(up) = ¢, y el paralelo es [ccosv, esin(v), u(up)],
v € [0,27]. El punto de tangencia vendrd dado por''*(ug, v(ug + €)).

Obsérvese también que si la superficie de revolucién tuviera cuello y el slant fuera
inferior al radio de ese cuello 7., la geodésica no rebotaria contra ningun paralelo, lo que
ocurre obviamente con las geodésicas espirales del cilindro, o a partir de las que inciden
con el paralelo \(u) con un dngulo mayor o igual que Opin(u) = arccos(re/A(u)).

El siguiente resultado se puede omitir en una primera lectura.

Teorema 3.10. (Ecuacion diferencial de las lineas geodésicas) Dada una superficie T(u,v),
v =v(u) es ecuacion de una geodésica, si y solo si,

dv dv\? dv\ 2 dv
Tl I (du) + (20, — T3,) <du> +(I'y, — 2F%2)@ ~ T

H40Ohsérvese que como A(ug) = ¢ el denominador de la integral (89) es nulo, por eso hay que aproximarse
por la derecha. Asimismo obsérvese que el signo 4+ nos indica que la geodésica vuelve a despegarse del
paralelo, por lo que forma una especie de lazo que se autointersecciona sobre la superficie.
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DEM. Lo més cémodo es hacer v = v(u) y u = u, es decir tomar u como variable in-
dependiente en la proposicién 3.8 con lo que tendriamos ' = 1 y u” = 0. Por tanto
quedaria

v 1-0=-T} -1— (207, —T1;) 10 + (20, — %) - 1+ (v/)* + Ty (v')?,

que es la férmula del enunciado.

Vamos a ver que llegamos a la misma expresiéon a partir de las ecuaciones de la

dv dv du
proposiciéon 3.10. En efecto como T T duds substituimos en la segunda ecuacién
s u ds

de la proposicién 3.10 y tras multiplicar por du/ds resulta

d*v du du\? dv (du\? dv\? [ du\?
0= ——+1I% ( — oard,— [ — 2, (— —
d2ds 1 (ds) Ty, <d3> T <du> <ds> ’

dividiendo por (du/ds)3, tenemos

d?v du )
ds? ds 2 dv o (dv
=-I{ —2- — | =T — ] . 1
(%) (%)
(&)
Por otro lado la primera ecuacién de la proposicién 3.10 queda, tras multiplicar por dv/ds

hacer d—v = d—vd—u en la forma
Y ds  duds’

d?u dv du\? [ dv du\? [ dv\> du\? [ dv\>
0=——+TI} [ — — | +2ord, ( — — i, [ — — .
ds? ds 11(d5> (du>+ 12(d5> (du> * 22<d5> (du>

dividiendo de nuevo por (du/ds)?, queda

d?u dv

= d'U d'U 2 dU 3
_ ZZUC)ISB =T, <du) + 214, (du> + T3, (du> : (92)

ds

Sumando (91) y (92) resulta'!®
d2’U d’U 3 dv 2 d'U
o5 = I3, <du) + (2T}, — T'3,) <du> + ('}, —2r%) <du> -T2,

que obviamente coincide con la arriba calculada. ]

H5Recuérdese del curso elemental de cilculo que suponiendo que las funciones =z = g(t) y y = h(t)
sean tales que permitan definir y = f(z), es decir f(z) = (h o g ')(z), entonces f' = h'/g y
= (W'g — ¢"0)/(g))®. Aplicando esto a u = u(s) = g(t) y v = v(s) = h(t), tenemos que

v (u) = (" (u ()u' (w () — u(u™ ()0 (uH(s)) /(W (u (s))*
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3.7 El teorema de Liouville y la férmula de Bonnet para x4

Veamos un par de resultados importantes relacionados respectivamente con la curvatura
geodésica y la propia definicién de geodésica. El teorema de Liouville es necesario para
demostrar el teorema de Gauss-Bonnet, y el segundo teorema sirve para conciliar nuestra
primitiva idea de geodésica: curva de la superficie que une dos puntos de ella haciendo
minima su distancia, con la definicién dada: curva sobre la superficie tal que en todos sus
puntos tiene curvatura geodésica nula. Para probarlos precisamos el siguiente lema.

Lema 3.1. Sea t un vector tangente a la curva v = u(s), v = v(s), y unitario, sobre la
superficie T(u,v); entonces se cumple

kgV EG — F? = g(i,ffu) - 2@,@).

ou Ov
DEM. Partimos de que
_ d du dv
o L _ o Y 0
P=7(s) = auls) () = T AT (93)
ooy d o, du | do
Vs) = o T(uls) () = B +7% (94

La curvatura geodésica sabemos que viene dada por

kg = (i(s),7(s),N(s)) = (I x T, N)

En consecuencia

kg VEG —F2 = (txt,7, xT,)

dv
—/ —/
£, Xy X LU,U>

= Gxt @)+ @i @ x g

- _.d _
= (ExT) T T, xT) + {(ExT)

Por otro lado, multiplicando vectorialmente (93) por Z}, y luego por T, y como obviamente
T, X T, = 0, etc., se cumplird

_ dv dv
— = —/ —/ —/
txzT, = Ty X Ty —(7, xxv)d ,
_ du du
IxZT, = T —xT =(F xT)—.

v ’LLdS v ( u ’U)ds

Substituyendo los términos de la derecha en la expresién de la curvatura geodésica queda

kg VEG —F? = (
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Utilizando dos veces la identidad de Lagrange y teniendo en cuenta que (¢,t)) = 1, la
expresion anterior queda

0 G| | 61 6 )

(1) (tu, ™) (E:8)  (Eor T0)
(AR AT

La cantidad entre corchetes es nula. En efecto, si derivamos respecto de u, la identidad

obvia (£,7) = 1, resulta que 2({,%,) = 0, es decir (£,Z,) = 0. Del mismo modo derivando

(,1) = 1 respecto de v, obtenemos que (Z,Z,) = 0. Luego hemos llegado a

koVEG — F? = (1, ,) -

Sabemos también que por el teorema de Schwarz se cumple (¢, Z.,,) = (¢, 7., ), sumando y
restando esta cantidad en el miembro derecho de (95) resulta finalmente

KgV EG—-F? = <%;7fi)> + <zvfgu>

ExE,IXT)—Ext,IxT) =

(T, T0,). (95)

= Taa) - S, (96)
O

Observaciéon 3.17. Habitualmente la parametrizacion de una curva y por tanto su tan-
gente nunca viene dada por el arco. En consecuencia para aplicar el anterior teorema hay
que considerar t/||t||,

Teorema 3.11. (Teorema de Liouville)
A lo largo de la curva Y(s) = T(u(s),v(s)) con tangente unitaria, sobre la superficie
T(u,v), se cumple

1 [G/ dv = du} de

Hg(s) = 2@ u% - v% %7

donde 0 es el dngulo que la tangente a la curva forma con v = cte. (es decir con T,,).

DEM. Veamos un par de demostraciones. La primera se basa en el lema 3.1, la segunda
es méas autocontenida.
Primer método:

Escojamos en primer lugar un sistema de curvas paramétricas ortogonal. En conse-
cuencia F = 0, pero ademés sabemos que |7, || = V'E, no olvidemos que (7/,,7,) = E, y
de modo anélogo ||z || = v/G. Por tanto

t,7)=1-VE - cosb, (f,f;>:1-\/é~cos<g—9>:\/ésen&

Noétese que 6 es el dngulo que forma ¢ con T, que obviamente es tangente a la curva
paramétrica v = cte. En consecuencia, para aplicar el lema 3.1, interesard calcular

9 (asent) — L (VEeost) = Fosenot vVGcoso 2
5 se 5 cos e se cos -~
E! 06

——" 0+ VEsent —. 97

2\/ECOS V E sen 9 (97)
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Vimos en la demostracién del teorema de Euler, pdg. 73, que si la direccién dv/du, que
en este caso es la de t, forma un dngulo # con la curva paramétrica v = cte, como dv = 0

y F' =0, tenemos
Edudu du

Bdubu__ du
ds vV Edu? ds

Asimismo esa misma direccién dv/du, por la ortogonalidad de las curvas paramétricas,
formard con la direccién u = cte. un dngulo § = 7/2 — 6, y tendremos, como du = 0, que

cosf =

Gdvov dv
sen@-cosﬂ—m_ I

Substituyendo estos valores de cosf y sen 6 en (97) quedara

) ) & —dv E. —du
%(\/ésene)—%(\/ﬁcose) = 2\/6\/5: Q\Ff

86d 89d
+\F\f “ \F\F Y
! E
:<%m_1mv+@m<%w+ww>

2ds 2 ds Ouds Ovds
G, dv E du do
"(2¢_2¢>+M7@' (98)

Para tener la curvatura geodésica, hemos de dividir (98), de acuerdo con el lema por
VEG — F2, como F = 0, resulta finalmente

1 , dv du n dé
kg = — —.
! 2VEG vas ) s
Segundo método:
Supongamos que partimos de un sistema ortogonal tal que ds? = Edu® + Gdv?, esco-
jamos dos vectores en la direcciéon de las lineas coordenadas

=/ =/
— x’LL x’l}

eu = \/Ea eU = \/a

Obviamente son unitarios ya que (%, Z,) = E, por tanto (€,,€,) = 1. Andlogamente para
€y. Se tiene ya lo hemos asumido, al tomar F' = 0 que €, | €,. Si llamamos 6 al angulo
que la tangente a la curva forma con v = cte. tendremos, por tener la tangente unitaria,

que

t(s) = cos(s) e, + send(s) €,.
La perpendicular a ella en el plano tangente a la superficie sera
u(s) = —senf(s) €, + cosO(s) €,.
Derivemos el vector tangente, se cumplird que

- de de
T'(s) = —senf(s) s €u + cos6(s) (€y)s + cosO(s) d—év + sen d(s) (€)%,
s s

= )+ cos0(s) @), + sen (s) @)
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Recordemos que la curvatura geodésica se obtenia al efectuar el producto

kg = (uls), 7 (s)).

Por tanto

kg = —(sind(s)cosb(s)) (eu, (€)s) — (sen0(s)) (eu, ()5)
do

+(cos? 0(5)) (€y, (€a)S) + (senb(s) cos O(s)) (€4, (€,),) + =
Puesto que los vectores €, y €, son unitarios y perpendiculares (€,, (€,)%) = (€, (€,)5) = 0.
Por otro lado ((€,).,€,) = —((€,)%,€,). En consecuencia se simplifica el producto escalar

anterior y queda
o de
kg = ((€u)s: €v) + ds’

Para calcular ((€,)%,€,) veamos en primer lugar cuanto vale (€,)., tendremos.

(E )/ — dﬁ—i i;

Wso ds  ds \\J/E
_ i f”dﬁ f”@ — T E;l diu_|_ E{) @
- VE \™ds “ds “\2E3/2ds  2E3/2ds )’

Efectuando la multiplicacién ((€,)%,,), dado que hemos escogido €, = T, /VG, y que
ademds por ser F' = 0 resulta 7, L Z}. Por tanto

—
— N\ = _ 7,mv_17,,7,d7u 17,,7,d71)
<(eu)svev> - <(eu)sv \/a) - @<$uu’xv> ds + @<xumxv> ds
1 du 1 du
= —|11,2| — 4+ —|12,2]—.
@[ ’ ]ds+\/ﬁ[ 2%
Sa:bemos que [11,2] = F, — 1E/ y que [12,2] = 3G, pero como en este caso F' = 0,
F,, =0, de donde
1 dv du
2, E) = o _ gty
(e = 5 (G - B

O

Ejemplo 3.12. Calcular la curvatura geodésica de la hélice uw = cv, con ¢ = cte., sobre
el cilindro T(u,v) = [rcosv,rsinv, ku|, (si no recordamos qué vector es la normal a una
espiral''®).  Se tiene que E = k* y G = 12, vemos que el dngulo que forma la curva
v = cte., es decir T,, = [0,0,k], con la tangente a Y(v) = [rcos(v),rsin(v), kev|, que es
Y, = [—rsinv,rcosv, kc|, verifica

(T T) k2c

VB i (Re2 VR /Pt (Ro)?.

En consecuencia 0 es constante, y tendremos df/ds = 0. Por otro lado G|, = E| = 0.
Luego para cualquier espiral de la forma u = cv se tiene que kg = 0.

cosf =

11635 1o recordamos, sabemos que N = —7, luego la espiral es una geodésica y obviamente su curvatura
geodésica es cero y hemos terminado.

112



Ejercicio 3.7. Repetir el problema anterior , pero para una hélice u = cv?. Tener en

cuental'” que dv/ds = (ds/dv) .

Ejercicio 3.8. Sea una superficie de revolucién Z(u,v) = [A(u)cosv, A(u)sinv, p(u)] y
fijemos el paralelo u = c. Comprobar que su kg4, obtenida mediante el teorema de Liou-
ville!® | coincide con la curvatura geodésica calculada con (kg)u—c = —['3VEG/(GVG).
Utilizar cualquiera de los dos métodos para determinar'!® la kg del paralelo u = c en el
paraboloide de revolucién A(u) = u y u(u) = ku?.

En lo que sigue y con objeto de probar que las curvas que proporcionan la distancia mas
corta entre dos puntos son siempre geodésicas, probaremos la férmula para la curvatura
geodésica de Bonnet. Por otro lado esta formula permite obtener la curvatura geodésica
de una curva mas cémodamente que mediante el teorema de Liouville, como veremos en
los ejemplos.

Teorema 3.12. (Fdérmula de Bonnet)
0

Sea una curva sobre la superficie dada por ¢(u,v) = cte., entonces se verifica'®® que

1 el Fyl, — Gy,
! VEG—F? | 0u\/E(p,)? - 2Fg¢), + G(g,)?
i) Fyl, — Eg,

< 99
M \/E(¢,)2 — 2F ¢l + G(#,)? #9)

DEM. Derivando en ¢(u, v) = cte., respecto de un pardmetro arbitrario w, resulta ¢! u'(w)+
i,V (w) = 0, luego tenemos que v/ = —(¢l, /¢, )u'. Asimismo sabemos que se cumple
ds = \/E(u)2 + 2Fu/v' + G(v')2dw. Construyendo los productos escalares que aparecen
en el lema (¢,7,) y (¢,7,,), tendremos para el pardmetro w (tras dividir por u’ numerador
y denominador)

- dz _ dz/dw _ T + T, —
<t,$;}> = <7,$;>:< ,.’L';>:< /2u /v/ /27x2)>
ds ds/dw VEW)?2 +2Fuv + G(V')
Fu' + GV Ful + G(‘%“’)
- VBWP PGP B - 2P St + G-
Pu Pu
_ Fyl, — Gy,
VE(@,)? = 2Fpl,p), + G(¢,)?
7a solucién en este caso es k, = —2ker/(r? + 4k*c*v?)*/2. Nétese que cuando v — oo, la curvatura

geodésica tiende a cero.

H8Recuerdese que para una circunferencia de radio r se tiene rv = s, es decir dv/ds =1/r.

H9F] resultado de este ejercicio para cualquier punto del paralelo u = c es k, = ¢~ */y/1 + 4k2c2.

120 Aunque no decimos nada en el enunciado es obvio que kg puede quedar en funcién de dos pardmetros
a través de E, F'y G; por lo que se ha de satisfacer ademds p(u,v) = cte., o despejar si se puede para que
quede en funcién de un solo pardmetro.
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de modo anélogo

dr/dw _,
dS/d’U)’:Eu> - <

o + T _
VE@W)? +2Fu'v + G(v’)2’$u>
Eu + Fo' _ Eu'—FF(—%u’)
VEW)? + 2P0 + GW)? | [F(u)2 - 26 E ki + G(— )2
Eyl, — Fo,

VE(@,)? = 2Fg, 0, + G(#l)?

De donde substituyendo en (96) resulta la férmula del enunciado. O

{t.7,) = |

Ejemplo 3.13. Repitamos el ejemplo 3.12 con la nueva formula y hagamos el ejercicio
3.7. En el ejemplo la hélice era u = cv, es decir, p(u,v) = cv —u = 0. Luego @) = ¢
y ), = —1. por lo que las dos expresiones a derivar en (99) son constantes. Recordemos
que E=k%, G=1>y F =0, en consecuencia ambas derivadas son nulas y kg = 0.

En el ejercicio la hélice era u = cv?, resulta p(u,v) = cv?> —u = 0, luego tenemos
ol =2cv y ¢, =—1. Los valores E F y G son los mismos por tratarse del mismo cilindro
que en el ejemplo, por tanto substituyendo en (99) tenemos

. 1 <8< —(=1)r? )+8< —2cvk? ))
¢ = Ve \ou\Virrazme) T oo\ s
L 9 oenk? _1 V1?2 + 4k2c202(2ck?) — (2cvk?)
- H % <\/7’2 +462k21}2> - H 72 + 4k2c202
—2ker
(r2 + 4k2c202)3/2°

8k2c%v

2v/1r? + 4k2c20?

Observacion 3.18. Ndtese que la curvatura geodésica solo depende de la primera forma
y de sus derivadas y obviamente de la curva. Lo que nos reafirma en el hecho de que la
curvatura geodésica es un invariante para las transformaciones isométricas.

Ejercicio 3.9. Dada la curva u = sin(v) sobre el cilindro Z(u,v) = [rcosv,rsinv, ku].
Probar en primer lugar que es una curva plana, y en consecuencia se trata de una elipse.
Determinar sus semiejes a y b. Por dltimo probar que su curvatura geodésica toma el valor

krsinwv
Kg = .
7 (k2 cos2v 4 12)3/2
Ejercicio 3.10. Se considera el helicoide recto Z(u,v) = [ucosv,usinv, kv], y sobre su

superficie se toman las curvas u = a, v = b y u = v. Calcular la curvatura geodésica de
las tres curvas.
3.8 Las distancia mas corta entre dos puntos de una superficie

Teorema 3.13. (Las geodésicas como extremales de un problema variacional)
Si existe una curva de minima distancia entre dos puntos de una superficie, entonces
es una geodésica, es decir kg = 0 en todos sus puntos.
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DEM. Planteemos el problema, fijados dos puntos Z(ug,v(up)) y Z(ui,v(u1)), sobre la
superficie se trata de encontrar una curva sobre la superficie v = v(u) tal que la integral

J(v(u)) = / ) VE +2Fv + G(v')2du

sea minima. Las ecuaciones'?! de Euler-Lagrange del célculo de variaciones nos dicen —he
cambiado la letra F' habitual en la formula de Euler-Lagrange por la H, para evitar la
coincidencia con el segundo coeficiente de la primera forma cuadratica— que

on_d (o
ov o'

Siendo en este caso

H(u,v,v") = VE + 2Fv' + G(v')2,

luego la solucién del problema v = v(u), caso de existir, debe cumplir!??

E, +2FV + GL(v")*  d (F+ Gv')
2V/E+2Fv +G@')?  du\ \/E+2Fv + G(V)?

= 0. (100)

Por otro lado en el paréntesis hemos de derivar respecto de u una expresiéon del tipo

f(u,v(u)), obviamente tendremos d‘i au + v, . luego podemos reescribir (100)
E, +2F)v + Gy(v))* 9 (F+Gv')
2V E+2Fv +G(@')?2  Ou \ \/E+2Fv + G(v')?

, 0 (F + Gv')
_J 2
Ov \ \/E +2Fv + G(v')?

= 0. (101)

Aplicando la férmula de Bonnet para la curvatura geodésica de una curva ¢(u,v) =
cte., ver (99) , es decir ¢(u,v) = v—wv(u) = 0, tenemos que ¢!, = —v" y ¢! = 1, la ecuacién
de la curvatura geodésica queda

1 0 F+Gv
Kg = ——= | o=
I VEG—F? |0u\ \/JE+2F/ +G)?
Fv+FE
9 v . (102)
v \ \/E +2Fv + G(v')?
121Gi se quiere minimizar J(y( f F(x,y,y")dz, con F, y F,, continuas en el intervalo [a,b]. Lo que

se hace es lo siguiente. Se modlﬁca y(z), es decir se toma en el lugar de y(z) la funcién y(z) +tg(z), donde
g(z) es una funcién derivable y que se anula en a y en b, y donde ¢ es un parametro que al variar modifica la
diferencia entre y(z) e y(x)+tg(x). La condicién buscada equivale a que fab F(z,y+tg,y +tg’)dz presente
un minimo para t = 0, sea cual sea g(z), ya que para t = 0 tenemos la integral de partida. Veamos en
que se traduce esa cond1c1on Derivemos respecto del pardmetro ¢, y hagamos ¢ = 0, es decir calculemos
[dJ/dt]t=0 = 0. Se tendrd f v 9+ F, g'(x)]dz = 0. Integrando el segundo sumando por partes, resulta

f Fy ¢ (z)dx = [g(z)F,, L fa (L F; ) g(x)dx. La parte del corchete es nula por anularse g(z) en a y b,
substltuyendo lo obtenido en la primera integral queda fab (Fy’ T F; ) (z)dz = 0, para cualquiera que
sea g(z). Lo que nos lleva a que en todo el intervalo debe cumplirse que (2—5 — d%%) = 0, que es la

famosa condicién de Euler-Lagrange.
122Recuérdese que la condicién de Euler-Lagrange es necesaria, pero no suficiente.
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(F + Gv)
VE +2Fv + G(v)?

0
Substituyendo en (102) el valor — ( ) despejado en (101), vemos

que

/ I, (0 \2 ,
e JEGFE = Bot 2R+ GL) _U,68< (F+ Gv') )
(%

2y/E + 2Fv + G(v')? VE +2Fv + G(v')?
/
9 Fv'+FE ‘ (103)
Ov \ /E +2Fv + G(v')?

Obviamente k, = 0 solamente si se anula el término de la derecha. Un prolijo célculo nos
convence de que es lo que ocurre. En efecto, tras derivar el segundo y tercer sumando en
el miembro derecho de (103), y si nos ocupamos de los numeradores, tras multiplicar el
primer sumando por E + 2Fv’' 4+ G(v')? para reducir a comiin denominador, tenemos

((E} 4+ 2F0 + G,(v))?) (B + 2Fv + G( ’)2) =
E\E +2FE\v + GE, (v )*+
2EFv + 4FF’( "2 4+ 2GF (v')3+
EG! (V)2 + 2FG, (v')® + GG (v))*,  (104)

analogamente el numerador del segundo sumando vale

— ' {2 (E+2Fv + G(')?) (F, + G0')
— (F+GY) (B, +2F0 + G,(v)?)} =
—2EFv — 2EG! (v')? — 4FF!(v')* — 4F G’ (v')3 — 2GF!(¢v')3 — 2GG. (v')*
+ FEW +2FF\ (V) + FG, (V') + GE.,(v)? + 2GF/(v')® + GG, (v')*, (105)

el tercer sumando nos proporciona

—{2(E+2Fv +G()%) (FV' + E))
— (FV' + E) (B, + 2Fv + G,(v')*) } =
—2EFW — 2FE, — AFF.(v')* —AFEW — 2GF,(v)* — 2GE. (v')?
+ FEW +2FF,(v')? + FG,(v')> + EE, + 2EFv' + EG,,(v')*. (106)

Sumando los términos derechos de (104), (105) y (106), obtenemos finalmente una suma
nula, que es el resultado esperado, y en consecuencia kg = 0. 0

Observacion 3.19. Es importante serialar que el teorema anterior solo funciona en el
sentido probado. Una curva puede ser geodésica (kg = 0) unir dos puntos y no ser la
distancia mds corta entre ambos. Hay un ejemplo trivial, consideremos dos puntos sobre la
esfera, es claro que la distancia mds corta es una geodésica (un arco de circulo mdzimo),
pero también podemos unir los dos puntos utilizando dicho circulo mdzximo por el lado

opuesto, la distancia no seria la minima y sequiria tratdndose de una geodésica, ya que
N =+4n.
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Ejemplo 3.14. La primera superficie de drea minima y por tanto (ver teorema 3.2)
minima que se conoce es la del catenoide. La razdn estriba en que es solucion al problema
de averiguar qué superficies de revolucion tienen drea minima. Problema variacional que
se resuelve mediante las ecuaciones de Fuler-Lagrange arriba citadas.

En efecto, sabemos que el darea de revolucion en torno al eje OY dey = f(x), se obtiene
a partir del drea lateral del tronco de cono'*® como

A(f(z)) =2n /1?1 z\/dz? + dy? =27 /I1 z\/ 14 (f(x))?dz.

Lo consideramos como el problema variacional de encontrar una funcion f(x) que mini-
mice la integral

A(f(e)) =2 [ Flay.y)da,

pasando por (xo,y0) € (x1,y1), donde F(x,y,y') = /1 + (v/)2. Se tendrd que cumplir la
ecuacion de Euler-Lagrange, es decir

oF d [(OF d 2xy’
oF _d (oF\ _ o d( 2wy )_,
Jdy dzx \ oy dz \ 2,/1+ ()2
En lo que sigue a y b serdn las constantes de integracion. Luego
e s 2= W) > v =W
1 + (y/)2 dCC x2 _ a2
Integrando resulta,
x y—2>b
y=a argcosh—+b = 1z =a cosh .
a a
En paramétricas planares y(u) = [a cosh “T_b,u]. Para pasar al espacio podemos suponer

las ecuaciones paramétricas en el plano OXZ. Haciéndolas luego girar en torno al eje OZ
tendremos

—-b —-b
“ ) cos v, acosh(u

Z(u,v) = [acosh( ) sinw, uj.

Nétese que las constante a y b se pueden calcular'®* a partir de (xo,90) e (x1,v1). En
consecuencia el catenoide de revolucion es la solucion al problema variacional propuesto.

123Recordemos de primer curso, la familiar expresién drea = wg(R + r) , donde g es la longitud de la
generatriz, y Ry r los radios mayor y menor, generatriz que se convertird en /dz? + dy?> y R+ r que se
convierte, bien en 2z, bien en 2f(x); dependiendo de si giramos en torno al eje OY o en torno al OX.

124Basta con hacer zo = acosh 2= y z; = q cosh =2, resolver numéricamente y obtener a y b.

a a

117



118



3.9 Tres teoremas fundamentales

Teorema 3.14. (Teorema Egregium de Gauss)
La curvatura de Gauss de una superficie es invariante respecto de las flexiones.

DEM. Despejando K = (eg— f?)/(EG—F?) en las férmulas (67) y/o (66), o bien utilizando
(82), observamos que K solo depende de los coeficientes de la primera forma, de los
simbolos de Christoffel de segunda especie y de sus derivadas. Por tanto depende de los
coeficientes de la primera forma y de sus derivadas primeras y segundas. Un habitante de
la superficie, en base a mediciones sobre dicha superficie (primera forma), seria capaz de
obtener K. Por tanto K es independiente de las transformaciones isométricas que pueda
sufrir la superficie. O

Observacion 3.20. Se denomina flexion a una deformacion de la superficie que no
suponga estirarla ni romperla. En otras palabras se trata de una isometria, es decir se
conservan las distancias entre puntos, medidas sobre la superficie, antes y después de la
transformacion.

FEste resultado fundamental prueba que dos superficies con diferentes curvaturas de
Gauss son inherentemente distintas entre si y nunca mediante flexiones conseguiremos
superponer la una a la otra.

Teorema 3.15. (Teorema de Gauss-Bonnet)

Si la curvatura gaussiana K de una superficie es continua en una region A simplemente
conezxa, limitada por una curva cerrada C compuesta de k arcos requlares cuyos dngulos
exteriorest?® en los vértices son 01,0, ...,0k, se tiene que

nds—i—//KdA:Qﬂ— 0;,
Jorott ], >

siendo kg la curvatura geodésica de los arcos. Si se toman geodésicas resulta la famosa

formulacién?®
> 0= 27r—// KdA.
i A

DEM. Sin entrar en detalles demos una ligera idea de la demostracién. Es bien conocido
el teorema de Green para pasar de integrales curvilineas a integrales dobles, que afirma

que
/ Pdu + Qdv = // (862 — 8}3) dudv.
C A\0u  Ov

Utilizando este teorema calcularemos
/ Kgds.
C

El teorema de Liouville para rg, afirma'?” que

do 1 s du , dv
RQ(S):£+27’E7 — by == ;

Yds + G ds
125Recuérdese que los dngulos exteriores de un tridngulo plano suman 2.
126G 1a superficie es una esfera (curvatura de Gauss constante e igual a 1/r%) y consideramos sobre
ella un tridngulo, entonces resulta el conocido teorema de Legendre sobre el drea de un tridngulo esférico
a1+ as + az — T = exceso esférico= A- K = A/r?.
127Una formulacién equivalente serfa rgyds = df + (kg)1 cos@ ds + (kg)2sin @ ds.
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que puede escribirse como

(s)ds — o+ - =Lv gy 1 L Cu_y (107)
K/QS S = 2@U 2@7)

Integrando (107) a lo largo de la curva y tras aplicar!?®

B el
ds = d9+/ <— Y >d +< u >d
/CH“”’ ° /c o\ ovEg) " T \ovEG) ™

1/0 G 0 FE! 1
= d0+// {( £ 4 — = ) }vEGdudv 108
/c A2 \0uvEG OvVEG) VEG (108)
Por otro lado la férmula de Brioschi para la curvatura de Gauss cuando son ortogonales
es

el teorema de Green quedara

SN EN NS
 2VEG |0uVEG  OvwVEG]|
Es claro que dA = VEG dudv, tendremos que substituyendo el valor de K en (108) queda

finalmente
/figds—/dﬁ—/ KdA.
C C A

k
o =21 -3 6,

supongamos en primer lugar que la frontera C' de la regién A sea una curva con tangente
continua, podemos contraer la frontera con continuidad sin que varie la integral, en ese
caso la integral valdria 27, es decir 6 contaria una vuelta completa.

Supongamos, en segundo lugar, que la frontera C' estuviera compuesta por k arcos
regulares que formasen angulos exteriores 01, 6o, ..., 0, en los vértices donde concurren
los arcos. La variacién total de 6 seguiria siendo 27, pero la parte continua aportaria menos
que en el supuesto anterior ya que habria que restarle la suma de los dngulos exteriores
que cada arco forma con el siguiente (en que los que el conteo de € salta). Luego la parte
continua aportaria una cantidad inferior a 27, es decir 27 — Zle ;. Substituyendo

k
0= - 91'7
/Cd 27 ;

de resulta finalmente el teorema. O

Para entender porqué

Ejemplo 3.15. Verifiguemos la identidad del teorema de Gauss-Bonnet con un sencillo
ejemplo. Consideremos un tridngulo esférico cuyos lados sean el ecuador y dos meridianos
que formen entre si, en el hemisferio norte, un dngulo de /6.

En primer lugar, por tratarse de tres geodésicas se cumple que

/ kgds = 0.
C

128Fs importante al hacer la integral curvilinea tener en cuenta el sentido de la normal N a la superficie
para la parametrizacién dada, ya que ha de satisfacerse la regla del sacacorchos al escoger el sentido en el
calculo de la integral de linea.
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Los dangulos externos suman

Z@i:(ﬂ—*)—FI—F*ZQTF—I = 27T—(91+02+93):%.

Por otro lado como la superficie es la esfera, la curvatura gaussiana es constante y vale

K=1/r?
1 1 (1 4mr? ™

Luego se cumple el teorema.

Ejemplo 3.16. Se considera sobre la esfera®® Z(u,v) = [r cosu cosv,r cosusinv, r sin u],
de radio unidad un rectdngulo curvilineo formando por los 4 arcos siguientes: v = 0 con
u € [0,7/4]; v =7/2 conu € [0,7/4]; w = 0 con v € [0,7/2] y finalmente v = /4
con v € [0,7/2]. Se pide determinar todos los términos de la férmula de Gauss-Bonnet,
verificando la identidad.

En primer lugar E =%, F =0 y G = r?cos®(u), y se cumple ademds

4
T
2w—;9k:2w—4-2:0

Por otro lado vimos que I'}, = cos(u) sen(u), luego

VEG — F?

Ko)y_ote = —Dly Y2217
( g)u_cte 22 G\/@
S r?cos(u) _ 1sen(u)
B 223 cos3(u)  rcos(u)
En el paralelo uw = /4, vale (kg)y=r/a = —1/7. Por otro lado

ds = V/ Edu? + 2Fdudv + Gdv? = VGdv

luego VG = rcos(u), como dv = df yu = /4, ds = vVGdv = r cos(r/4)df y tendremos'°
que

/2 _
/ kgds =0+0+0 +/ (J)(rcos(i)dﬁ) SN
C 0 r 4 4

El drea de la franja elegida serd

w/4 /2 w/4 w/2 2
drea = / du/ VEG — F2dudv = / du/ 72 cos(u)dudv = 7{7"2.
0 0 0 0

Es claro que por tratarse de una esfera K = 1/r%. La identidad se cumple, ya que
1 2
/mgds:—wﬁzo_K/dA:_Z.MT%
C 4 A T 4
Ndtese que podriamos haberla utilizado para calcular el drea de la franja sin hacer la
integral.

129Para tener que utilizar la regla del sacacorchos. Hemos escogido una parametrizacién no standard de la
esfera. La standard es T(u,v) = [cos(u) cos(v), sin(u) cos(v), sin(v)], que tiene la normal hacia el exterior.

130Para la parametrizacién escogida el vector normal N = T, x T, /v/EG — F? se orienta hacia dentro de
la esfera. En consecuencia hemos de recorrer el rectangulo en el sentido de las agujas del reloj para que se

satisfaga la regla del sacacorchos y eso es lo que hacemos al tomar 6 € [0, 7/2].
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Ejercicio 3.11. Repetir el ejercicio anterior pero ahora para una franja entre el ecuador
y el paralelo u = 7/3.

Definicion 3.11. Se denomina curvatura integral de una cierta region A sobre la superficie

al valor
Ry = // KdA.
A

Ejercicio 3.12. Si consideramos una superficie compacta, sin frontera y orientable!3!,
el valor k;/(2m), donde k; es la curvatura integral, resulta ser un invariante topoldgico,
llamado caracteristica de Euler-Poincaré (ver pag. 177 de [3]) de la superficie compacta
sin frontera y orientable. En el caso de la esfera, tenemos obviamente que vale , en
el caso del toro su céalculo nos da @ Este invariante topolégico es el que aparece en la
férmula de Euler para los poliedros regulares V + C = A + , que son topoldgicamente
equivalentes a la esfera. Verificar la validez de la férmula de Euler en el caso de un toro
triangular , cuya seccién sea también un triangulo equildtero, y que es topoldgicamente
equivalente al toro.

Observacién 3.21. Quedaria por ver el denominado Teorema Fundamental de la teoria
de superficies, andlogo al de la teoria de curvas, pero que requiere para su demostracion
aparte de las ecuaciones de Gauss-Codazzi conocimientos de la teoria de integracion de
sistemas miztos de ecuaciones en derivadas parciales. La primera version del Teorema
Fundamental fue dada por Ossian Bonnet (1828-1981).

Teorema 3.16. (Teorema fundamental de la teoria de superficies)

Si E,F,G,e, f,g son funciones dadas de (u,v), de clase infinito, y tal que se satis-
facen las 4 ecuaciones de compatibilidad de Gauss-Codazzi y las 2 de Mainardi-Codazzi y
supuesto'®? que EG—F? >0y E >0y G >0, entonces existe una superficie T = T(u, )
univocamente determinada por ellas, salvo un desplazamiento, que tiene como primera y
sequnda forma respectivamente Edu® + 2Fdudv + Gdv? y edu?® + 2fdudv + gdv?.

Ejercicio 3.13. Determinar si las siguientes parejas de posibles formas I y II corresponden
o no a una verdadera superficie.

2) I = du?+ e*dv? b) I = du?+ evdv?
I = e*du?+ dv? II = e*du?
U u
0 I = coshQ(a)alu2 + a? coshQ(a)clv2 2 { I = du?itolde?
-1 —
I = —du®+adv? I = vdv’
a

Indicar en el caso de que no sean superficies, cual o cuales de las ecuaciones de condicién
no se satisfacen; y en el caso de que si lo sean calcular la curvatura gaussiana y media de
la correspondientes superficie.

31Hasta ahora no hemos utilizado este concepto de la geometria diferencial, sin embargo, més proximo a
la topologia. Se dice que una superficie S es orientable, ver pag 103 de [3], si existe una coleccién de cartas
ZTo : Usa — S, con Uy C [R2, que recubren S, esto es S = UaeaZa(Us) y si p € S cae en una zona comun
a dos cartas p € Tg(Usg) NT(Uy), entonces el Jacobiano J(z;' o Zg) en p tiene siempre determinante
positivo. Lo que equivale a que N recorriendo toda la superficie no cambie de signo. La banda de Moebius
no es una superficie orientable, tampoco lo es la superficie de Henneberg, ver pig 68 de [12].

132Para las superficies con coordenadas curvilineas reales.
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Observacion 3.22. Recuerdese —isometria entre el catenoide y el helicoide— que la primera
forma cuadrdtica por si sola no garantiza la unicidad de la superficie. Sabemos que

Z(u,v) = [V1+u?cos(v), V1+u?sin(v),In(u+ V1 +u?)],

y(u,v) = [ucos(v), usin(v),v],
tienen la misma primera forma cuadrdtica
ds?* = du® + (1 + u?)dv?.

Obviamente la sequnda forma cuadrdtica es distinta para ambas, siendo respectivamente

_ -1 _ —dudv
H(@(u,v)) = o du® + dv®, (y(u,v)) = Vi

Notese que forzosamente, por Brioschi, la curvatura gaussiana es la misma para ambas
superficies, y vale

-1
(14 u?)?
Menos obuvio, pero si facil de comprobar, es que también tienen la misma curvatura media
M =0, como

K:

Eg+ Ge—-2Ff
2(EG — F?)

Substituyendo tendremos respectivamente

M:

L1+O+u%%+uﬂ—24%0

M= 2(EG — F?) =0

~1
1-0+(14+u?)-0-2-0- ——

M = S Vitu?

2(EG — F?) '

Ejemplo 3.17. Notese que otro ejemplo de lo senalado en la observacion anterior, por
obvio no menos ejemplo, es entre el plano, cuya primera forma es ds®> = du® + dv?, y
el cilindro T(u,v) = [cos(v),sen(v),u|, que tiene la misma primera forma. La sequnda
forma del plano es obviamente e = f = g = 0, mientras que la sequnda forma del anterior
cilindro ese = f =0 y g = 1. Coinciden la curvatura gaussiana K = 0, pero no asi la
curvatura media que para el plano es M = 0 y para el cilindro vale M = 1/2.
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